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。 PAR AO PRE AC DE LA AA EE A YE. 
德 威 尔 登 (B. L. van der Waerden): 线性 变换 从 (Gruppen von 
Linearen Transformationen) 一 书 第 一 部 分 所 讨论 的 对 象 。 二 十 年 
来 在 这 方面 所 发 表 的 瑜 文 之 多 反映 了 这 个 理 葵 的 癸 域 之 广 ， 而 这 
HRERS H TEA LE DFA RO MR A TA. B 
HE ERRARE AO NE EEE LEE FBI EL ASUS de HE 
ERREUR ARR ART , EA h RENE RUE ANT HE 
的 
在 线性 变换 重 中 ,本 书 只 芳 虑 到 所 彰 “ 典 型 二 思 ， 而 所 研究 的 
LED ES PA IE UN IE = LE à 
念 的 那 一 部 分 .这 个 理论 牵涉 到 比较 复杂 的 概念 的 那些 部 分 ,例如 
这 些 等 的 线性 者 示 葵 或 旋 们 的 拓扑 或 微分 几何 的 研究 ， 并 不 包括 
在 本 书 中 ;在 证 明 中 牵涉 到 的 唯一 常用 工具 几乎 就 是 烛 性 代数 ,但 
御 是 在 几何 语言 和 构 念 的 强烈 影响 下 嫉 性 代数 所 采取 的 形式 ， 
J. R 4 
BEM, 19544 10 月 1 日 、 
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+ On(K, Q) (K 是 特征 数 等 于 2 的 域 ，98 是 无 亏 数 的 二 次 形 
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第 一 章 直射 变换 与 对 射 变换 


$1. 线性 映射 与 个 线性 映射 


我 们 假定 项 者 已 经 熟知 线性 代数 的 基本 概念 与 -一些 初等 结果 - 
(Aiu, AWEH (N. BourbakiD[1]; 我 们 采用 这 本 韦 的 符号 ) ， 除 
非 另 有 声明 ,我 们 永远 把 向 量 空间 了 解 为 (交换 的 或 非 交 换 的 ) 体 " 
天上 有 限 维 的 右 向 量 空间 E. 

Be KA K 是 两 个 体 , 而 < 是 从 天 到 K' 之 上 的 一 个 同 构 映 射 
BREAK HAS, FE K' 上 的 向 量 空间 .从 EE 到 之 中 的 

SAA T TT NU SR ENE RRA ARA 
” 性质 | 
poi Grp u(x) + uly) 对 于 xE€E,yEE, 
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u(xD) = #(x)X XF+xCE,1EK. , 


RASE «2 FAURE E — NM FA 
子 空间 在 “之 下 的 反 象 是 妃 的 一 个 矛 空间 。 的 秩 定 义 为 uCE) 
的 维 数 , EL Tv 的 核 一 (0) MEHER. 

Loo BRK" 是 第 三 个 体 ,rT 是 从 K' 到 K 之 上 的 一 个 同 构 映射; 设 
G 是 天 "上 的 一 个 向 量 空间 , ”是 从 下 到 G 之 中 的 一 个 对 于 周 构 r 


的 全 线性 映射 ,那么 w=vu 就 是 从 E 到 G 之 中 的 一 个 对 于 从 KK 到 


K” 之 上 的 同 构 or 的 御 线性 映射 。 如 果 w 是 从 厂 到 下 之 上 的 一 个 


一 一 映射 , 7! TUE EAU EN ed o D 


射 . 1 
如 果 K’ = K, 那 么 从 EE 到 之 中 的 黎 性 映射 只 不 过 是 一 个 对 
于 天 的 单位 自 同 构 的 华 粮 性 映射 。 


À) 我 们 移 定 , 体 中 的 乘法 不 一 定 交 换 、 RAR EUR, RRA 
个 体 是 城 、 如 果 一 个 体 不 是 域 ， IAE BREER TRMA, 


$ EE 


€ 


EE (aicina EE BAIE, JA E SIE ERARE ERS 
“只 要 给 了 同 构 “ 和 下 中 的 元 素 <; = la) MERRET, Seha 


ENT x = > ai, 我 们 有 (x) = D 2:67. 如 果 (biciem 
i=l isl - 


是 下 的-- 和 组 基 , 而 zi = ula) = Y bja, DAG u fm {7 n A 
ó 名 


的 矩阵 4 = Co) 所 确定 ， 我 们 把 这 个 矩阵 称 为 zx 对 于 基 (a;) 和 

ROLE TE UNE ESS ESS m = n 

时 ) ,那么 zx 对 于 短 (20 和 (ai 的 矩阵 就 是 CAT), 如 果 v 是 从 

到 G 之 中 的 一 个 对 于 同 构 Tt 的 和 和 厂 性 映射 ， 而 B 为 2 对 于 下 的 

ÆG EESO KERE, H2 vu 对 于 基 (oz) 和 (ct) 的 矩阵 就 
EBA, | ' 

我 们 把 从 体 KK 上 的 向 量 空间 到 它 自身 之 上 的 一 个 和 盾 线 性 映 

MERKE 的 直射 变换 . E 的 一 切 直 射 变换 组 成 一 重 ,显然 人 上 两 

' AI PA BC SEA 于 是 我 们 用 TL,(K) 

RK EE —T n HE ASIN E (ln K 就 可 以 看 作 FER 

个 右 向 量 实 间 ) 的 直射 变换 看 . 

对 于 KK 中 的 一 切 a 关 0, 映射 x 一 xa 是 一个 对 于 的 内 自 同 
构 一 ana 的 直射 变换 如 : AI ha 称 为 对 于 à 的 位 似 变换 . 
一 切 位 似 变 换 组 成 TLa《K) 的 一 个 正规 子 春 日 ,,， 而 a 一 ha 是 从 
IRK HIREM K* RF H, 之 上 的 一 个 反 同 构 . 位 似 变 换 可 以 鹿 
划 作 将 E FRERE À 的 一 切 子 空间 都 保持 不 变 的 直射 变换 (对 于 全 
” 意 一 个 的 值 , 1 <k <n). 

g 的 直射 变换 中 的 那些 线性 映射 " 租 成 TL, (K) 的 一 个 正规 
F4 GLA(R), 称 为 体 K 上 n 个 变数 的 一 般 入 ER; TERRE 
&KE7r 和 级 可 逆 答 阵 所 和 组 皮 的 乘 法 + H, 和 CL,(K) 在 
[CD REP DAT CE S D,E ZE Z EA 


D 我 外 也 把 从 EE 到 F (同一 体 K 上 的 向 量 空间 ) 之 上 的 ERRA EN 
“mi GLn(K) 的 元 素 就 是 向 量 空间 K” # CLEA 
… 2 


, 


共 中 心 ,由 中 心 位 似 变换 x 一 xy 所 租 成， 其 中 Y 跑 过 体 天 的 中 心 
Z ARER z*, 而 Z* 与 Z, FH. 
如 果 了 和 了 配 是 互 的 同一 维 数 的 两 个 向 量子 空间 , 那么 永远 存 


” 在 一 个 嫉 性 变换 x€ GLK), 使 得 wa(V) =W. WEZ, TAE 


Fr, 1 Lr <n t, Æ GLK) 传递 地 作用 在 会 体 7 RTE 
所 和 组成 的 集 上 。. 
对 于 任何 直射 变换 *， 屋 Ge) 是 宅 所 对 应 的 KK 的 自 同 构 ， 映 ， 
. 射 x 一 g(x) 就 是 从 TL,(K) 到 体 K 的 自 同 构 本 4 之 上 的 一 个 同 
态 ， 这 个 同 态 的 核 是 GL,(K), FRET L,(R)/GL,(R)Æ À, 
、 ， 商检 +*PTLs(K) 二 TLs(K)/Hs 可 以 看 作 体 K. 上 x — 1 $ #9 
右 射影 空间 P(E) = Ps_1(K)( 可 以 将 它 看 作 的 一 切 址 辜 所 租 
“成 的 空间 ) 的 射影 直射 变换 至, 我 们 以 “一 五 表 从 TL。 到 PTL, Z 
上 的 自然 同 态 . 对 于 一 个 射影 直射 变换 2, 不 只 是 对 应 着 天 的 一 个 
FIH c, 而 是 对 应 着 天 的 自 同 构 车 4 对 于 它 的 内 自 同 构 村 了 (与 
K*/Z* 同 构 ) 的 一 个 陪 集 5 二 Du), P ÆA PTLK) P) AIR 
上 的 一 个 向 态 ， 字 的 核 是 P,-:(K) 到 它 自身 之 上 的 射影 厂 性 映射 
BARR PGLs(K) = GL(K)/Zn (KE n 个 变数 的 一 般 射影 
醒 ); 由 此 推出 PTL,(K)/PGL,(K)Æ A/I. ` RS 


52. RS REMM 


O ERDEME K LAIA E AOC SEM EE 
和合 题 ， 我 们 只 说 一 下 这 个 问题 就 是 要 给 出 何 时 两 个 直射 变换 和 
v 具有 关系 v = tut, M tE GL,(K) 的 简 断 标准 。 关于 交换 域 . 
kK 和 线性 映射 ny 这 个 问题 已 由 古典 的 初等 因子 理 共 所 解决 (例如 
FR N. 布 巴 基 (Bourbaki)[2]). N. EURED Jacobson) tR, I T. ` 
MEIS (Nakayama)2, K. [BE (Asano) 与 T. 纳 卡 亚 马 
(Nakayama) Y$ J. D BRAK TE (Haantjes) 钙 将 这 个 理论 推广 到 任意 
”直射 变换 去 ， 在 这 里 只 考察 以 后 我 们 要 用 到 的 一 些 特殊 情形 . 
融和 W 是 E 的 两 个 维 数 分 别 为 p AT » — pl < p n) 的 
互补 子 襟 并 ,将 V 和 WW (整体 地 ) 保持 不 变 的 互 的 直射 变换 “ E 


rars 


FV FOW BIRRE v "和 心 所 决定 ;这 种 直射 变换 粗 成 一 对, 与 相生 


积 TLpCK) X TLo-p(RD 的 一 个 子 草 同 构 , 它 由 对 应 于 KK 中 相同 的 


自 同 构 的 那些 v 和 ww 所 绢 成 的 元 素 对 Co, w) 所 和 组成， 显然 这 个 
RO V W 保持 不 变 的 那些 线性 直射 变换 所 租 成 的 车 
. GLp(K)X GLa_p(K), 这 是 它 的 一 个 正规 子 恒 。 
、 ”条 用 同样 的 记 和 器， 我 们 现在 来 研究 将 V 中 每 个 元 素 都 保持 不 
变 的 值 射 变换 u, TIR u 一 定 是 线性 的 , 而 且 由 它 在 的 一 个 补 实 
BW 上 的 限制 所 决定 。 对 于 xEW, RITAS ulr) = v(x) 十 
wlx) IEP ole) EV 而 w(x) EW, v 是 从 W 到 V 之 中 的 一 个 线性 
映射 ,ww 是 从 护 到 它 自身 之 上 的 一 个 嫉 性 映射 。 六 性 映射 x 和 ww 
RITV 的 补 空间 W 的 选取 ， 但 是 过 渡 到 商 空间 去 , ww 就 诱导 出 
H E/V 到 它 自身 之 上 的 一 个 税 性 映射 ,而 这 个 厂 性 映射 只 依赖 于 
”我 们 来 研究 p = ”一 1 这 个 更 特殊 的 情形 .换言之 ,7 是 一 个 
à BAPE MMS, BW = aK 是 与 互补 的 一 条 直 复 ， 并 假 
设 (a) = aa, TK wk K* FAR u 完全 决定 ， 而 是 à MINE 
Rod BRABANT à 由“ 所 完全 决 定 。 有 两 个 情形 需要 分 别 
研究 , 郎 & 化 为 或 不 化 为 K 的 单位 元 素 1 这 了 两 D HD. Au à 
{1} ,我们 就 说 # 是 一 个 伸缩 变换 这 时 我 们 容易 枉 明 存在 着 一 条 
而 且 是 唯一 的 一 条 与 互补 的 直线 W= a K RE u (整体 地 ) 不 变 。 
如 果 & = {1} 而 # 不 是 单位 元 索 ， 我们 就 说 4 是 一 个 以 V 为 超 在 
面 的 平 延 ,那么 对 于 一 切 xE ,我 们 可 以 写 «(*) = x + aple), 
其 中 P 是 E 上 的 一 个 线性 型 而 具有 性 质 V = pr'(0)、 同 时 aE ， 


P 和 a 并 不 完全 由 «所 决定 ,我 们 可 以 用 Xp, 1€ K*, RACE PTT 


同时 用 A 来 代替 à, PAR Vo = aKCV 称 为 平 延 # 的 直线 。 
这 时 没有 被 “保持 不 变 而 不 属于 也 的 直线 . 
以 为 超 平面 的 那些 伸 适 变换 和 平 延 加 上 单位 元 素 ma 


GZLMK) #— PF DV), DAV ARE AUS En EE A 


TERRE DOV) 的 一 个 正规 阿 倍 尔 子 便 ， 而 这 个 车 与 的 加 法 


A, KT RER DOTO) BRER K* FH, 如 果 在 射 


w. 


* 


i 


影 空 间 P。:(K) 中 将 对 应 于 7 EREI RARER, WE 


DV) 和 了 T(V) 就 有 简单 的 几何 解释 ; 这 时 D(V) 就 是 天 一 中 将 


每 条 直线 都 变 成 与 它 自己 平行 的 一 条 直线 的 仿 射 变换 所 租 成 的 
天 ,而 TOI 就 是 K"" 中 的 平移 大. 

两 个 伸 纺 变换 (或 p(y) EAIA fA R) 在 GLa(K) 中 
RAGE DOV) 中 共 示 ), 当 且 仅 当 它 们 对 应 于 K* 中 的 同一 个 共 
MERK &。 任 意 两 个 平 延 永远 在 GLs(K) 中 共 址 (n > 2), TOY 

“中 的 鸯 个 平 延 在 D(V) 中 共 辐 ， 当 且 仅 当 它 们 对 应 于 同一 条 村 烧 
VCV. 
一 个 线性 变换 0 € GL,(R) 与 一 个 平 延 xE TO) 交换 的 充分 


′ 必要 条 件 是 : 1°0(V) = Vs 2%v《Vo) = Vo 是 对 应 于 «的 直 
线 ); 3" 如 果 ule) = x + apl) vla) = ah, RI pG ERG). 


DAS A RE ARE E E A PERLE PS — ATRE 
一 个 的 超 平 面 之 中 。 敬 TCV) ER GLV) 中 的 中 心 化 子 是 ( 直 )》 ， 
RAR Z T(V). 实际 上 ,这 样 的 一 个 变换 * 将 超 平 面 了 保持 不 变 ， 
TEPERT V REKE V FP AIARA EE, 那么 这 个 限制 就 是 

一 个 中 心 位 似 变 换 hy 对 于 VV 的 限制 (第 二 章 $ i). 由 此 推出 好 了 
是 一 个 以 了 为 超 平面 的 伸 箱 变 换 或 平 延 ， 而 我 们 容易 看 到 写 只 能 
EPHE. . ais 


$ 3. 对 合 与 个 对 合 


2 GLa(K) 中 的 对 合 是 缠 性 变换 < 具有 性 质 w(x) 一 * 者 
(RIRE Gi we 二 1)， 这 样 一 个 线性 变换 的 形状 随 着 体 玉 的 
特征 数 2 或 等 于 2 而 有 所 区 别 : 

:io 如果 天 的 特征 数 六 2, 就 是 两 个 子 空间 U+，U- (可 能 
化 为 0) 的 直接 和 而 (x) = r M x CUT, nr) = — x M x EUT; | 
我 们 把 U* 和 U- 分 别称 为 对 合 # 的 正 子 空间 和 久子 空间 。 如 果 


“dim(U+) = bp， 我 们 还 把 u 称 为 一 个 (p, n 一 p) 型 的 对 合 (或 一 个 


Cm RHA) Co,» 一 户 ) 型 对 合 或 ( 一 Ps PARA S 
#12 在 PGL, (K) 中 的 象 称 为 六 对 合 . 


22 如果 玉 的 特征 数 等 于 2. 我 们 就 有 u(x) =x + v(x), 其 
中 ”是 一 个 线性 变换 具有 性 质 o = 0; 换 车 之 , >(E)Com(0) .我 
们 仍 把 一 (0) 和 wv(E) 称 为 对 合 * AUTANT, AR dim(o(BE)) = 
;我 们 必需 有 dim(v:(0)) =n 一 p, 因而 2p Sn, 我 们 仍 把 x 
PH Co, n 一 DARRAR, =” 一 p)- 对 合 , 而 把 它 在 PGL,(K) 
中 的 象 称 为 -对 合 ， 特别 ,(1， 一切 型 的 对 合 只 不 过 是 平 延 (8 2), 
` 我 们 襄 一 个 赴 射 变换 u€ETL,(K) 是 一 个 牢 对 合 ， 如 果 它 所 对 
应 的 射影 直射 变换 去 是 PTL,(K) 中 的 一 个 对 合 ; 这 就 是 说 ， 如 果 “ 
w = 1, ÉD Lx) = ry, 而 YEK*, 对 一 切 x€ ,又 车 o 是 对 应 
于 w 的 KK 的 自 同 构 , 那么 将 w(x) 用 两 种 方式 表 出 ,我 们 就 得 到 条 
件 


y=Y, 3 a) 
CE) 用 两 种 方式 表 出 ,于 是 4 得 到 条 件 
E? = yEy (2) 


对 一 切 Se K。 这 样 , 我 们 分 别 研 究 下 面 这 两 个 情形 : 1 
A) 7 不 是 形状 MX (而 2€ K) 的 元 素 。 这 时 我 们 能 够 定义 天 

的 一 个 二 次 扩张 Ko， 它 是 久 的 一 个 扩张 ， 在 居 上 的 ( 左 及 有 ) 稚 数 

ETZ, 在 K 上 有 一 租 《 左 及 右 ) 基 由 1 和 一 个 元 素 P 所 租 成 而 


P =y Bnp = py 对 一 切 7E K°. 然后 我 们 可 以 在 上 定义 一 ， 


个 在 Ko 止 的 右 向 量 空间 的 结构 如 下 :对 于 5 一 6 十 po7E K(EEK, 


DER), À ac = xẸ + u(x)n, 那么 E 在 Ko 上 的 维 数 就 是 x/2， 这 


附带 也 证 明了 在 这 个 情形 7 EERE J. Dieudonné), 


i B) y 一 Xe TREK, Xi vlr) = ula), 宅 是 一 个 对 于 


' 自 同 构 * HERAT E = AE: 同时 我 们 有 v(e) = x, 6 = 
E. 设 Ki 是 KK 中 被 r 所 不 变 的 那些 元 素 所 租 成 的 子 体 ,那么 有 卫 
个 可 能 的 情形 : 


D 我 们 看 到 , 径 使 K 本身 是 域 ， 如果 0 不 是 单位 自 同 构 ， 那 么 Ko 也 是 一 个 交换 
的 体 ;于 是 在 我 们 的 理 哈 中 引进 非 交 挨 体 的 必要 性 就 显然 了 。 
2) RE ps 178—179 真 所 粉 出 的 体 Ko 的 存在 性 的 证 明 对 于 任何 特征 数 的 体 
都 可 及 应 用 ， 但 是 如 果 天 的 特征 数 是 2 而 5 将 玉 的 中 心 中 的 每 个 元 素 部 保持 
不 变 , 这 时 天 的 扩张 Ko RÆK ERER. 


+ 


> 


re 


B1) Ki 一 天 ， 即 是 单位 自 同 构 ,那么 ”就 是 GL,(K) 中 的 
一 个 对 合 .在 上 面 我 们 已 经 求 得 这 样 一 个 直射 变换 的 一 般 形状 ; 

B2) KE Ki 的 一 个 二 次 扩张 ,这 时 EE 就 是 Ki 上 的 一 个 24 HE 
的 右 向 量 空间 ; 将 ” 看 作 这 个 向 量 空间 的 一 个 线性 变换 ， 七 就 是 
GLa(KD 中 的 一 个 对 合 。 如 果 开 的 特征 数 E 2, 天 在 K 上 就 有 
一 租 由 1 和 一 个 元 素 P 所 租 成 的 基 , PE Ra, pr 一 一 p; 就 是 对 于 
v 的 《Kl 上 的 ) AFAR V+ 和 PT 的 直接 和 . 因为 v(xp) 一 
一 *(x)p, 所 以 直射 变换 * 一 xp fE Vt ERV AZ V+ AVA 
相同 的 维 数 >， 而 V+ 在 Ki 上 的 一 组 大 (es)i<i<s 也 就 是 EB 在 K 上 
的 一 组 基 具有 性 盾 (ei) = 以 对 于 1 Ki <a. 

如 果 天 的 特征 数 等 于 2， KK 就 在 K, 上 有 一 组 由 1 和 一 个 元 素 


.0 所 和 组 成 的 基 ， +8 — BE KT 0° = 0 + 1; RATAS vl) = 


xz + wle) WE) Cu (0) = v, Eitin p Æ CE) CE K, E) 
的 维 数 ,那么 bp <n, RISE w(x0) = mw(x)9 + w(x) + x, H 
2 mR xE, A w(x0) = x; 又 因为 wV E Ki 上 ) 的 维 数 顶 
多 等 于 w(E) 的 维 数 ,我 们 一 定 有 p =n M wlE) =V. 此外, 因 
为 x 一 x0 是 一 个 惠 射 变换 ,所 坟 V9 (在 Ki 上) 的 维 数 就 等 于 VV 的 
蕉 数 , 因 而 等 于 n; 又 因为 NCV0) = {0}, 所 以 VV 和 V9 互补 ,最 

后 这 就 起 明了 ,如 果 (ei) eicn 是 了 在 Ki 上 的 一 租 基 , 那么 它 也 是 
瑟 在 玉 上 的 一 组 基 而 具有 性 盾 ule) = < 六 对 于 1 和 ;入 mr 因此 
这 时 的 结果 与 K 的 特征 数 Æ 2 的 情形 一 样 . 


5 4. 射影 对 合 的 中 心 化 子 


Ba PITEK) 中 的 一 个 对 合 ， 我 们 要 研究 去 在 PTL,(K》， 
中 的 中 心 角子 瓦 , 即 与 地 相交 换 的 射影 直射 变换 了 所 租 成 的 第 . 同 
样 要 研究 对 应 于 了 的 那些 ETLs(K) 所 组成 的 子 醒 H, 这 样 的 
AMENE v 由 与 *“ 射 影 可 换 " 这 个 性 质 所 列 划 , ECO) 
= x(o(x))a 对 于 一 个 a€ 开 , 这 个 关系 式 也 可 以 简 记 作 vu = uv ， 


ca. WE o fitr BERET u F o 的 尺 的 自 同 构 , 那 么 在 上 面 的 


关系 式 中 用 x& 来 代替 x, 我 们 首先 得 到 条 件 “ 


ET = a'ga G) 
对 一 切 56E 天 (我 们 合生 = (E). mE dx) = y, 我们 还 有 
条 件 (1) 和 (2); 此 外 ,将 uCv(u(x))) 用 两 种 方法 表 出 ,我们 就 得 到 
条 件 


YIr = sa, @ 
我 们 再 注意 ,为 了 研究 起 初 的 问题 ,可 以 随意 用 wa 和 wv.B 去 
代 竺 uw 和 wv, 而 a 和 B 是 K* 中 的 任意 元 素 ; 这 样 4 就 袖 a-'iBaa'B 
所 代替， 而 7 就 彼 Yara 所 代替 ， 与 $3 AIRE, 我 们 仍然 
分 别 研 究 下 面 这 几 种 情形 (我 们 仍 采用 53 的 记号 ): 
A) Y 不 是 形状 MX" QEK) KER. 将 E 淖 作 是 Ke 上 za/2 HE 
的 向 量 空间 ， 我 们 就 看 到 交友 了 直射 变 换 * 一 xp; 由 于 关系 式 
《3) 和 (4) 成 立 ,我 们 可 以 把 天 的 自 同 构 r 扩张 成 K 的 一 个 自 同 构 
.使 得 p' = pz， 那么 条 件 volp) = v(x)pa 可 以 写作 v(xp) = 
wo(x)pr， 换 善之 "是 Ko 上 的 向 量 空间 巨 的 一 个 对 于 自 同 构 + 的 直 
射 变 换 。 反 之 ,要 使 这 样 一 个 直射 变换 0 与 # 射影 可 换 , 必 须 而 且 
-只 须 字 所 对 应 的 R 的 自 同 构 z 活 合 下 面 商 个 条 件 : LEUR (A 
局 地 ) 保 持 不 变 ; 2° pr = pa, aE K, FEMHMRATL,A(Ko) 的 
一 个 子 合 ， 由 路 些 对 应 于 适合 上 面 丙 个 条 件 的 自 同 构 7 的 让 射 变 
换 所 组成， 我 们 注意 ,五 永 远 包 有 一般 线性 宕 GZw(Ko)， 而 它 是 
HAFTA, f 
B) y =28, AEK*, Hu RRE u, WEH y = LT 
o = 1 的 情形 . ý 
B1) 首先 假定 5 是 单位 自 同 构 ， 这 时 条 件 《2 H =l, 
ʻa=Łl, 
a) 首先 假定 KK 的 特征 数 天 2。 如 果 vu = uvg 我 们 就 有 
w(U+) = U+, (UT) = U"-, 而 且 反 之 亦 然 、 如 果 vu 二 — uv, 我 
们 就 有 "(U+) = U-,v(U-) = U+, 这 只 在 4 = 2p 而 zx 是 一 个 


(人 加)- 对 合 时 才 是 可 能 的 。 因 此 ,如 以 有 下 «在 TL,(K) 之 中 的 


ELEF, AI 可 在 玉 中 的 指数 是 1 或 2, 第 二 个 情形 只 在 4 是 一 
TE p)- 对 合 时 才 发 生 。 至 于 H, 它 同 构 于 址 乘积 TLp(K) X 
。8» 


a$ 


w 


LP 


4 


Pa 


LL (R)GUR u BA Cp, n 一 PIRE ANDER, RTE 
于 天 中 相同 的 自 同 构 的 那些 mw 和 o 所 组 成 的 元 素 对 (v1 v2) 所 和 组 
Hs: AR GL,(K) X GLs_p(K) 是 Ho M— TETE, 

B) 现在 假定 玉 的 特征 数 等 于 2， 我 们 有 ul) = x* + w(x)， 
Ti w(E)Cuw (0) =U. À p = dimw(E), u ZT L,(K) 中 的 中 
AT HAE wE TLK) 中 的 中 心 化 子 ， 于 是 一 切 0 € H 都 使， 
UÑ w(E) =W 爹 局 地 不 恋 。 琶 H i H BAERT, E h 
在 商 空间 E/U 上 诱导 出 的 中 线性 映射 是 单位 映射 的 疾 些 ”所 钥 


成, 那么” ARARE, 假定 U’ 是 局 在 互 中 的 补 空间 ,而 对 于 


— H o € H HIEN xE U' Ar vl) = nla) 十 v(x), 其 中 v(x) EU 


”而 w(x) EU。 RIER w(w(e) = ov(w(x)) AF x EU’, A 


此 当 vi 已 知 时 , © 在 W = w(U') 中 就 完全 确定 而 在 WW 对 于 口 的 
一 个 补 空间 W' 中 可 以 任意 选取 只 要 使 得 将 W' 喘 到 UU 中 就 行 ,于 
是 首先 我 们 看 到 已 / 忌 与 TL,(K) 同 构 . 在 Ho 中 有 一 个 正规 子 恒 
瑟 , 它 是 由 将 0 中 每 个 元 素 痢 保持 不 变 的 v 所 息 成 的 > 容易 看 到 候 
与 加 法 权 KOD 同 构 ; 另 一 方面 ,如 果 © € Ho, RIRA olr) = x ` 
ZÆ W 中 ,而 且 反 之 亦 然 .由 此 容易 推出 ,在 Ho 的 模 H, 的 每 个 倍 集 
之 中 ,都 有 一 个 ET 0 (x) = x HE U' HW Hh; RE H/H 与 "ERe 
HFFA U APRIL AU H FIM, B H, AH H EU 
的 模 wW 的 每 个 倍 集 都 保持 不 变 的 v 所 租 成 的 正规 子 曹 , 我 们 很 容 
BRIE H/H, 与 GLszp(K) 同 构 ， 而 与 加 法 村 KO 同 构 。 
以 于 表 了 下 在 五 中 的 完全 反 象 ,我 们 就 得 到 娓 的 一 个 正规 区 列 
* HD2HD2HDHD{1}, 
EPS RAR AT 
FLICK), GLa K), KOD, KO, 

B2) 现在 假定 不 是 单位 自 同 构 ,而 且 假 定 K JE K PR o 所 
保持 不 变 的 元 素 所 租 成 的 子 体 ,这 时 (4) 痊 出 wa 二 1。 于 是 自 同 
HIO 将 变换 域 Z(4) 全 局 地 保持 不 变 . 如 果 = 对 于 Z(e) 的 限制 
LAARA RERI d = 1,0 = 土 1. 在 相反 的 情形 ,因为 
是 2 阶 元 素 ， 就 存在 一 个 5€Z(a) ERa, WARMA 


, 


9, 


oi 5 代替 5， 我 们 仍然 有 * 与 z6 射影 可 换 。 因 此 我 们 永远 可 
以 假定 za 一 土 1. ， 

此 外 ,我 们 注意 这 时 条 件 (3) 给 出 6" = ET EEK, 因此 Ki 
BK MA MH T (全 局 地 ) 保 持 不 变 . 

a) 首先 假定 KK 的 特征 数 A 2, h TLK) 中 具有 性 质 vu = 
E uv 的 v 所 组 成 的 子 茜 昌 包 有 4 在 TLs(K) 中 的 中 心 化 子 已 ， 

"作为 它 的 指数 2 的 正规 子 曹 ,我们 只 限于 计 答 Ho 我 们 已 知 , 如 
将 E 看 作 Ki 上 的 2n ERRAR, CRE n EPAR U+ 和 [三 的 
直接 和 而 D- = U+p。 ET EXT v € HH 的 KK 的 自 同 构 , 就 应 
该 有 vlU+) = U+, o(U-) = UT, 而 且 反 之 亦 然 ， 于 是 v 对 于 U*+， 
的 限制 就 是 这 个 (Ki 上 的 ) 空间 的 一 个 直射 变换 . 此 外 ,因为 "一 
px 一 一 PT， 必须 有 p = patat Ki; AR Et = p&p 对 于 
EEKi 那么 是 Ki 的 一 个 自 同 构 , 于 是 有 

人 = abat, 《5) 
此 外 ,如果 p? = BEK, ARABIE B = (0°) = papa, 由 此 
推出 ， 

B7B = g'a, , (6) 
BE MR T Ki 的 一 个 自 同 构 且 适 合 条 件 (5) 和 (6) 对 于 一 个 适 
当 的 aE Ki, 那么 了 能 扩张 成 及 的 一 个 自 同 构 使 得 pz = pa, 而 且 
能 将 Ut+( 在 Ki 上 ) 的 一 个 对 于 自 同 构 r 的 直射 变换 v 扩张 成 也 (在 
玉 上 ) 的 一 个 直射 变换 ,如 合 v(xp) = ole), AIR U) = 
UT, 就 有 v€ Ho。 因此 得 出 结论 , Ho ST LCR) 中 (对 一 个 依赖 
于 工 的 a) 适合 条 件 (57 和 (6) 的 K 的 自 同 构 r 的 直射 变换 组 成 的 
FARK. RET, AURR GLK) 是 Ho《 以 及 本 的 一 个 

， ERFA, - 

B) 假定 天 KRIER 2. 我们 已 知 ， 将 五 看 作 K 上 的 2n 
MBEAN, 它 就 是 V = w (0) 与 V9 的 直接 和 ， 而 € + 0 = 
BE Ki 及 = = 0 + 1: 此 外 (Dieudonnt[14]，181 H), RESF &—> 
DE = 66 FEO 是 体 Ki 的 一 个 微分 映射 .” 属于 互 的 充分 必要 条 

件 是 vw 二 -wv; 将 o(w(x)) 二 wlv(x)) 对 xEV 写 出 ， 首先 得 到 条 
。 10 - 
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件 v(V) =V. 另 一 方面 ， 我 们 有 05% = 07 = 6 +1, WA F 
三 0 二 人 而 和 6 Ki; 考 虑 到 关系 式 w(x0) = x 对 于 EV, 我 们 就 能 
有 验证 v《w(x9)) = w(z(x0)) 对 于 *EF， 因 此 由 关系 式 # 一 0 十 
推出 :如 果 0 (V)=V, v lu, 注意 ,如 果 对 关系 式 DE = 
OE + 80 运用 7+, 我 们 就 得 到 
(DEJ — DCE) = AE + EL, (7) 
另 一 方面 ,我 们 有 
B—B=r+2 (8) 
反之 ， 如 果 T 是 对 于 一 个 适当 的 4€ Ki 适合 条 件 (7) 和 (8) 的 K! 
AAH, 我 们 就 能 将 T 扩张 成 天 的 一 个 自 同 构 使 得 0 二 9 十 4 而 将 
V CE K E) 对 于 自 同 构 z 的 一 切 直射 变换 © 扩张 成 已 (在 天上) 
药 一 个 直射 变换 ;如 合 v(x0) = 0 (230. RHE, H ST L, (Ki) 
中 (对 一 个 依赖 于 7 的?) 适合 条 件 (7) 和 (8) 的 K 的 自 同 构 r 的 
“直射 变换 所 和 奶 成 的 茹 同 构 ， AREE GLK) 是 已 的 一 个 正 
RIF, 
关于 GL,(K) 中 任意 一 个 线性 变换 x 在 GLa(K) 中 的 中 心 
化 子 的 研究 ,可 以 参看 B. L. 范 德 威 尔 登 van der Waerden 和 O. 
施 来 午 〈Schreier)[1] 以 及 J. IX EI (Dieudonné) [3] ,这 些 研究 都 
对 体 玉 加 以 某 些 限制 


55. 对 射 变换 与 中 双 和 线性 形式 

乱 们 知道 体 玉 上 的 一 个 右 向 量 空间 也 的 对 偶 E* 是 KK 上 的 一 
个 左 向 量 空间 , 它 的 维 数 等 于 MERG ATF rE E R EEY, 我 
们 时 常用 《x'， e) RRA x'(x*)， 也 可 把 8* 看 作 是 与 K 相 递 的 体 
K 上 的 右 向 量 空间 , RYKK i Ke 同 构 时 ， 即 仅 当 存在 一 个 从 
” 友 测 它 自身 之 上 的 一 一 上 映射 适合 条 件 Co + BY 一 al 十 有 /及 
GB) = Ba! 时 (这 样 的 映射 称 为 的 反 自 同 构 ), 才 有 从 五 到 B* 
之 中 的 生 嫉 性 映射 存在 ， 我 们 注意 , 当 必 是 域 时 ,KK 的 一 个 反 自 同 
KEES MEMEZ. ME R EX 之 中 的 一 个 对 于 天 的 反 

自 同 构 了 的 守 线 性 映射 中 罗 具 有 性 质 


Sie 


PC + y) = px) + p(y) : 对 x*€EE,yEE, 
pd) = Mo(x) X rEE, REK, 

对 于 这 样 的 咎 线性 映射 p, 让 从 百 X E AKERRA C, y) 
一 fx,y) 二 《q(x)，y》 与 之 相当 ,显然 这 个 映射 适合 条 件 : 

fxi 十 x2, y) = fx y) + Elez y)， 
Fes yi + y) = f(x, y) + fx, y), 
ICh, y) = NFC, y), 
fx, ve) = f(x, ye 
这 样 的 映射 称 为 互 X E 上 对 于 反 自 同 构 J 的 牛 双 和 线性 形式 ;当天 
是 域 而 是 单位 自 同 构 时 ，f 就 是 X E 上 的 双 线 性 形式 ， 反 
之 ， 这 样 的 定 双 线性 形式 显然 可 以 表 成 而 且 可 以 唯一 地 表 成 形 
状 px), y), FE p EAER E* 中 的 一 个 全线 性 映射 。 融 
(eicics 是 已 的 一 组 基 ,(ei)ici<s 是 E* 中 与 它 对 偶 的 一 组 基 使 得 
Ceis cei = bi WRA plei) = Z œije;s 就 有 oz = (ei), e 
= Feis ei), 因此 对 于 + = > eii, y = > eili 就 有 HER y) an 
之 Elam =x! A y, 其 中 x F y AEE E MRAR IAL 
的 单列 矩阵 而 合 4 = Can); 9 ITHE Ce) Ce AEREA 称 为 牢 
DARRER f 对 于 巨 的 基 Cer) 的 矩 售 ， 写 的 秩 与 基 (ci) 的 选取 无 
关 , 也 等 于 映射 史 的 铁 ; 称 为 牛 双 线性 形式 f 的 秩 . 

如 果 (zi)icics 是 EE 的 另外 一 组 基 , P EA Cei) EIER CE) WE 
阵 , 而 A E f AF ENE RIRA A = "PAP, 当天 是 域 
HT AERE 4 的 行列 式 称 为 对 于 基 (ei) MIPIR A; 如 果 人 "是 
对 于 基 (a7) 的 制 别 式 ,那么 有 A = (00A, 其 中 6 表示 P 的 行 而 
A. 

AERJ E* 上 的 一 个 对 射 变换 , 依 定义 是 从 E 到 E* 上 的 一 一 
中 线性 映射 ,或 者 设 是 一 个 秩 等 于 巨 的 维 数 的 个 纤 性 映射 。 对 应 
”于 对 射 变换 Pp 的 X 互 上 的 后 双 和 绥 性 形式 f 称 为 非 退 化 的 ,这 样 
一 个 形式 由 下 述 性 盾 所 剂 划 : 任 何 向 量 *E 瑟 使 得 fx, y) = 0 对 
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一 切 y6E E — ZEF 0, 


56. APPNHÉERR 

以 下 除非 特别 声明 ， 我 们 只 研究 E X E 上 (对 于 天 的 反 自 同 
构 的 ) 非 退化 的 牛 双 和 线性 形式 . E 的 两 个 向 量 *x* 和? 在 所 取 的 顺序 
下 称 为 对 形式 f 是 正 交 的 ,如果 f(x, y) = 0; f 是非 退 化 的 ,意思 
就 是 不 存在 闭 向 量 x A 0 使 得 * 与 一 切 y&€ EMER, 我 们 说 形 
A f (或 相应 的 对 射 变换 q) 息 自 反 的 ,如 果 正 交 关系 是 对 称 的 , 即 
Eey) = 0 与 1(y, à) = 0 等 价 ; 下 面 确定 ( 当 # > 2 时 ) 自 反 
牢 双 线性 形式 (G. Birkhoff 和 J. von Neumann{[1]), 

首先 ,可 以 只 研究 非 退化 的 自 反 形式 . 实际 .上 ,如 果 f 是 自 反 
的 而 且 是 退化 的 ， BASEN 中 一 切 向 量 都 正 交 的 向 量 * 的 集合 就 
是 一 个 子 空间 N, 而 关系 式 * 三 «(mod N), y 三 yi(mod 入) 蕴涵 
fx, y) = 二 xi, yd. 于 是 上 就 在 商 空间 E/N 上 定义 了 一 个 非 退 
化 的 自 反 形式 ( 称 为 与 f 相应 的 非 退 化 的 自 反 形式 )， 而 1 就 由 关 
Fh 的 知识 所 完全 确定 . 

如 果 J 是 对 应 于 了 的 反 自 同 构 ， 那 么 PARLE RER 
MBA EURE, FE 中 任何 x 去 0, f(x, y) = 0 0 (Cr, 
a) = 0 是 同一 个 超 东 面 的 方程 ， 因 此 我 们 有 f(y, x*) = GG, 
y)) Im(x), 而 m(x) 是 一 个 只 依赖 于 x 的 天 中 元 素 。 如 果 zx 和 xz 
RETR, 那么 从 上 面 的 关系 式 容易 推出 ma t x) 一 m) = 
mer) ;因此 我 们 一 定 有 f(y, x) = Ge, y), Tor ETS x 和 
Y 无 关 的 Æ 0 的 元 素 . 

此 外 ,用 丙种 方法 来 计算 (f(y, x))!, 就 有 
EP = r'Ẹr XH— EEK, ©} 


而 特别 
rir 一 1 (10) 

这 样 ,我 们 分 别 研究 下 面 两 种 情形 : 
1) 我 们 有 E+ Er = 0 对 一 切 SEEK， A E=L mas 
r 二 一 1, 因 此 6/ = ẹja EEK; 这 只 在 KK 是 域 而 了 是 单位 外 
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同 构 时 才 可 能 。 换 昔 之 ,这 
Fx, y) = — fly, *), (11) 
把 f 称 为 反对 称 形式 . 
2) 存在 一 个 CEK 使 得 z =C + Cr! 去 0, RID BHE 
reg al 如 果 合 6 = (qa) 而 gz， y) = Ee, ya 
就 能 验证 
E =E 对 一 切 6E 天 (12) 
以 及 
g(y, x) = (Cg(z，?))7。 (13) 
我 们 说 反 自 同 构 T 是 玉里 的 一 个 对 合 ， 而 条 件 (13) 表 明 8 是 
对 于 这 个 对 合 的 一 个 厄 米 特 竺 双 弱 性 形式 ， 如 果 天 是 域 而 了 是 单 
位 自 同 构 , 条 件 (13) 就 可 写成 
gly, x) = g(x, y). a4) 
这 时 我 们 说 8 ARTERIA MES AR T AEA E N, BE 
LÈR ck K* 具有 性 质 o = a 者 称 为 对 于 对 合并 的 对 称 元 素 ， 
具有 性 盾 a = 一 “( 因 为 了 不 和 单位 自 同 构 ,以 下 秋天 来 一 定 
存在 ) 者 称 为 反对 称 元 来 。 设 是 一 个 对 于 了 的 对 称 (或 反对 称 ) 
TX, FA es = affa 及 pa y) = ag(x, y), 可 以 验证 5S 仍 
” 然 是 玉 的 一 个 对 合 而 且 我 们 有 
Aasa) = GG) 如 果 a 是 对 称 元 素 ， 1 
hy xz) = GG) 如果“ 是 反对 称 元 素 ，】 
在 第 二 种 情形 ,我 们 把 4 称 为 对 于 对 合 5 的 反 厄 米 特 形式 . 
一 个 御 双 线性 形式 EDR HER (或 反 厄 米 特 形式 ) 的 充 
:分 必要 条 件 是 它 对 于 互 的 任意 一 租 基 的 矩阵 4 适合 条 件 :4 = 4! 
(或 ‘4 = — Ar), 
这 个 条 件 可 用 另外 一 种 方式 表 出 。 如 果 # 是 从 向 量 空间 E 到 
向 量 宏 间 下 之 中 的 一 个 对 于 同 构 o 的 个 线性 映射 ， 那 么 对 于 下 的 
对 偶 F* 中 的 任何 元 素 y 映 壬 x 一 《《y', QD) 都 是 E 上 的 一 
个 线性 形式 ;于 是 我 们 可 以 写 
Ly’, u(x)) = (‘u(y’), x)’, ' Gé) 


(15) 
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HP EN F* 到 E* 之 中 的 一 个 对 于 同 构 o7! 的 年初 性 映射 ;这 
个 映射 我 们 称 为 全 线性 映射 x BHE. 特别 , 对 于 从 EE 到 E* 之 
上 的 反 自 同 构 的 对 射 变换 p, to 是 一 个 从 下 到 E* 之 上 的 对 于 
反 自 同 构 站 的 对 射 变换 而 
Cp), y) = lpU), x), a7) 

因此 ,对 应 于 9 的 牢 双 线性 形式 了 是 厄 米 特 形式 (或 反 厄 米 特 
形式 ) 的 意思 是 ‘p = p (或 人 pp = 一 p). 

我 们 已 经 证 明了 将 一 个 皇 反 形式 右 乘 以 体 玉 中 一 个 元 素 之 
后 ,永远 可 以 假定 它 是 厄 米 特 形式 或 反 厄 米 特 形式 ; 因此 以 下 只 限 
于 研究 这 两 种 形式 ， 当 我 们 谈 到 一 个 自 反 形式 时 ,总 了 解 为 它 是 
厄 米 特 形式 或 反 厄 米 特 形式 (在 各 种 情形 J 都 是 一 个 对 合 ). 


5 7. 正 交 子 空间 与 迷 向 子 空间 

HE MARIE 上 的 ( 非 退化 的 ) 自 反 形式 ， 对 于 的 
任何 一 个 向 量子 空 赣 ,E 中 那些 与 V 中 一 切 向 量 都 正 交 的 向 量 集 
合 V 是 E 的 一 个 向 量子 空间 ， 称 为 的 正 交 子 宏 间 ; BE, VAL 
V 的 正 交 子 袜 间 .如 晰 是 广 的 维 数 ,那么 VV 的 稚 数 就 是 2 一 p. 
对 于 任意 两 个 子 空间 V WW, 我 们 有 (V 十 W)"=V'N 1" 及 
CNW) = VO HW, WRV A VREF 0, FAN V EK 
这 时 7" 也 是 迷 向 的 ， 这 也 等 于 说 EV X V 上 的 限制 是 一 个 退 
化 形式 。 我 们 说 子 空间 VV 是 全 迷 向 的 ,如果 C V’; 这 也 等 于 襄 
fj 在 VXV 上 的 限制 性 等 于 零 ( 或 V 中 任意 其 个 向 量 都 正 交 ). 
这 时 有 p <n p, WE 2p Sn; 形式 f 的 指数 定义 为 E 的 全 迷 
向 子 空间 的 最 大 维 数 vy， 因此 2 < wn。 对 于 一 切 迷 向 子 空间 7， 
NV' 都 是 全 迷 向 的 。 再 注意 , 如 果 矿 是 全 迷 向 的 而 W 是 包 在 
玉 " 中 的 一 个 全 迷 向 子 空间 ， 那 么 了 十 W 也 是 全 迷 向 的 ; 由 此 推 
出 ， 如 果 的 维 数 等 于 v, 那么 包含 在 V? 中 的 一 切 全 迷 向 子 ÆR 
一 定 包含 在 之 中 . 

下 的 子 空间 玉 不 是 迷 向 的 当 且 仅 当 也 的 正 交 +2 Ey 5y 
ARI BDF AR A A KE, RAR V LAON TER 
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向 的 ,如 果 生 不 包含 迷 向 直线 ;这 样 一 个 子 空间 一 定 是 非 迷 向 的 . 

一 个 向 量 * E 0 称 为 迷 向 的 ,如 果 f(x,*) = 0 (SEADE 
Z) 全 迷 疝 子 空间 中 一 切 向 是 部 显然 是 迷 疝 的 ;反之 ,假定 j， 
*) = 0 对 一 切 属于 巨 的 子 空间 7 的 *。 HEC + y, x + y) = 0 
HLEVA yEV BGH, WER iC, y) = elf(x,y))', HF e = 
一 1, 如 果 f 是 厄 米 特 形式 ; e = 1, AR f 是 反 厄 米 特 形式 ， 如 果 
太 不 是 全 迷 向 的 ,将 9 JA yE LUE RREI AE 对 于 一 个 
4 关 0 和 一 切 EEK, IXA K ERT J 是 单位 自 同 构 时 才 可 
能 ,而 这 时 显然 了 应 该 是 反对 称 的 .特别 ,如 果 fx, z) = 0 对 一 切 
xE E, JER f 就 称 为 交错 的 ,而 这 时 它 是 反对 称 的 ; RE, HRK 
是 特征 数 E 2 的 交换 域 ，E X E 上 的 一 切 反 对 称 形式 都 是 交错 
的 。 


$ 8. 自 反 叶 双 绪 性 形式 的 等 价 

设 E 和 下 是 体 K 上 同一 维 数 的 向 量 空间 而 是 从 F 到 E 之 
上 的 一 个 同 构 。 BRET E X E 上 的 一 个 伯 双 线性 形式 1 CE 
是 退化 的 或 非 退 化 的 , 自 反 的 或 不 是 自 反 的 ), 则 Ff XF 上 的 形式 
Cæ, y) — GC), u(y)) 显然 竖 御 双 线 性 的 (对 于 KK 的 同一 反 自 同 
构 而 早 ) ;我 们 说 这 个 形式 凡是 利用 辐 构 x 来 变形 f 所 得 到 的 ， 如 
RAE IRT E HIE (ei)icien 的 矩阵 ,那么 4 也 是 二 对 于 下 的 基 
Ge-(ei))ici<s 的 矩阵; 对 于 下 的 另外 一 组 基 , fi 的 矩阵 的 形状 就 是 
UT AU, Her U ST MARIE, 

RFR E X E 上 的 人 守 双 线性 形式 与 F X F 上 的 件 双 线 性 
形式 天 是 等 价 的 ， 如 果 甩 是 1 在 到 EE 上 的 一 个 同 构 x 之 下 的 变 
形 ; 这 时 , f 就 是 请 在 二 之 下 的 变形 。 如 果 4 和 41 分 别 是 和 
凡 对 于 EE 和 FF 中 的 两 租 基 的 矩阵, 那么 了 和 办 是 等 价 的 就 等 于 存 
在 一 个 可 逆 矩 阵 便 得 4; = UAU ;我 们 也 可 以 如 此 叙述 f 和 五 等 
价 的 定义 ， 邹 存在 E 的 一 租 基 和 FF 的 一 组 基 使 得 f 和 的 相应 答 
Ekm p 

寻求 E X 互 上 项 个 合 双 线 诈 形式 等 价 的 条 件 这 个 间 题 目前 
+ 16 + 


只 对 自 反 形式 有 所 讨论 ;我 们 把 已 经 获得 的 主要 千 果 扼要 地 和 叙述 
一 下 . 

首先 ,两 个 等 价 的 形式 一 定 有 相同 的 秩 ;容易 推 知 ， 丙 个 退化 
的 自 反 形式 等 价 的 充分 必要 条 件 是 与 它们 相应 的 非 退 化 自 反 形式 
($6) 等 价 。 因此 我 们 只 要 研究 非 退 化 的 自 反 形式 的 等 价 问 题 就 
FT. 

等 价 问 题 只 对 于 ( 域 K 上 的 ) 交 错 形 式 完全 解决 了 。 这 样 一 个 
形式 只 在 E 的 维 数 是 偶数 2m 时 才 是 非 溪 化 的 ; 同时 可 以 证 明 , 存 
在 E 的 一 租 基 ( 称 为 对 f 的 辛 基 ) 使 得 

Kei e) =9, Hifitm,ifitm, 
fleiy eitm) = — feitm ei) = 1 XF1<:i<m, 
(我 们 要 在 $ 11 中 证 明 一 个 更 广 的 结果 )。 因此 五 x 五 上 秩 相等 
的 两 个 交错 形式 一 定 等 价 , 

关于 任意 体 上 非 交 错 的 自 反 形式 ， 只 知道 它 们 等 价 的 一 些 必 
要 条 性 。 首 先是 两 个 形式 的 指数 ($7) 相 等 (在 $ 11 中 我 们 将 看 到 
一 个 更 精确 的 必要 条 件 )。 此 外 ,如 果 玉 是 域 , 那 么 两 个 等 价 形式 
WIARE TFE K* I AA 所 和 组 成 的 子 醒 的 同一 陪 集 . 

如 果 自 反 形式 f 不 是 反对 称 的 ， 那 么 在 巨 中 就 存在 对 于 了 的 
一 组 正 交 基 , 即 具 有 性 质 

flei, e) 一 0 Xi; 

的 一 组 基 (ei)i<i<*。 此 外 ,对 于 这 样 一 组 基 , 如 合 yi = fCei, ei) p 
那么 当 f 是 厄 米 特 形式 时 ,我 们 就 有 y! = yT f 是 反 厄 米 特 
形式 时 就 有 7 一 一 因 。 欲 十 明 这 个 结果 ,只 需 对 ”施行 归纳 法 : 首 
先 E 中 至 少 存在 一 个 非 术 向 向 基 ei P4 e, 的 正 交 超 平面 妃 仍 是 
非 迷 向 的 而 且 与 oiK 相 补 ;又 因为 了 不 是 反对 称 的 ,所 以 根据 归 生 
HERIT f 在 也 上 的 限制 存在 一 组 正 交 基 ， 我 们 的 命题 因而 得 
证 ， 在 $10 中 我 们 再 研究 这 里 留 下 的 一 个 情形 ， 朗 特征 数 2 的 域 
上 非 交错 的 对 称 形式 . 

正 交 基 的 存在 使 得 一 些 情形 能 名 解决 等 价 问题 。 例如 ,车 到 
是 代数 封 阴 域 而 1 是 X E 上 的 非 退 化 对 称 形式 ,那么 存在 巨 的 
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一 组 正 交 基 使 得 f(e;, en) =1, 1 < i << (这 样 一 租 基 称 为 法 正 交 
基 ); 因 此 这 个 情形 同 秩 的 对 称 形式 永远 等 价 。 如果 天 是 欧 氏 有 序 
域 ( 郎 其 中 每 个 > 0 的 元 素 都 有 一 个 平方 根 ), 而 f 是 EXE 上 
的 非 退 化 对 称 形式 ,那么 存在 E 的 一 租 正 交 基 (c)) 使 得 fCei, ei) = 
“1,1<i<p; flei, cei) = —1,p+1<i<w 更 进一步 ,在 任 


意 有 序 域 K 上 ,对 于 中 非 退 化 对 称 形式 f 的 一 切 正 交 基 (ei) 而 


E, IRER i 使 得 yi = fei ei) > 0 的 个 数 一 定 相等 ( 锡 尔 外 斯 特 
(Sylvester) 的 本 性 律 ); 数 偶 (p，” 一 p) 称 为 形式 f 的 符号 数 而 n 一 p 
称 为 它 的 椭 性 指数 ; 两 个 等 价 形式 一 定 有 相同 的 符号 数 在 一 个 
欧 氏 有 序 域 上 ,这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 ， 在 $11 中 将 征明 ,对 于 

一 个 有 序 域 K, 一 定 有 关系 式 v < min (p, n 一 p); 而 当 玉 是 欧 氏 
有 序 域 时 ,等 号 成 立 。 

如 果 天 是 4 个 元 素 的 有 限 域 F。， 其 特征 数 A 2, 那么 对 于 对 
称 形式 了 永远 存在 一 个 正 交 组 (ci 使 得 fei ei) = 1, 1 [i< 
n— 1; Fen, en) 二 1 或 f(e:, en) = p, 其 中 P Æ F, 中 的 一 个 非 
平方 元 素 (乘法 剧 F? 中 的 平方 元 素 组 成 指数 2 TM, SE L. 
E. AKH (Dickson)™®, 158 W); 因此 F, 上 有 两 类 n 秩 的 等 价 对 
称 形式 ; 第 一 类 中 对 称 形 式 ( 对 于 任意 一 组 基 ) 的 制 别 式 À 是 F， 
中 的 一 个 平方 元 素 ,而 第 二 类 中 对 称 形式 的 刊 别 式 不 是 平方 元 素 . 
如 果 n= 2m 十 1 是 奇数 ， 邳 么 第 二 类 中 的 任何 一 个 对 称 形 式 乘 
上 F, 中 一 个 非 平方 元 素 后 就 化 为 第 一 类 中 的 对 称 形 式 ; 这 时 一 
切 对 称 形 式 的 指数 都 是 m = [2/2], 如 果 z = 2m 是 偶数 ,那么 
当 ( 一 1)"”A 是 F, 中 一 个 平方 元 素 时 ,指数 等 于 m, 否 则 指数 等 于 
m—il, 

当 玉 是 代数 数 域 时 ， 对 称 形式 的 等 价 问 题 已 由 并 考 斯 基 (HH. 
Minkowski)! ima (H. Hasse)! 完全 解决 。 在 这 种 域 上 对 称 
形式 的 近代 理论 基于 克 黎 奏 特 代数 《第 二 章 $7) 的 研究 ; 例如 ， 
在 维特 (E. Wie) ORTARA ECM. Eichler) PRE, 对 于 
.这 个 理论 和 它 的 推广 都 有 所 关 明 ,我 们 在 后 面 将 会 谋 到 |. 

。 RK 是 有 序 域 而 及 是 K 的 一 个 二 次 扩张 ，J EKARTE. 
-18。 


Ep 


位 的 自 同 构 使 得 Ko 是 玉 中 对 于 J RTK RRA BE j EE xX 
E 上 的 厄 米 特 形式 而 (ei) LE NT 了 的 一 组 正 交 基 , 则 指标 i 使 
得 yi; = fCei, ei) > 0 的 个 数 仍 然 与 选取 的 正 交 基 无 关 ( 棍 性 律 ). 
当 玉 是 中 核 Ko. 上 的 广义 四 元 数 体 而 J 是 KK 的 唯一 对 合 使 得 它 的 
不 变 元 素 朗 为 Ko 中 的 元 这 时 ， 这 个 千 果 仍然 成 立 。 此 外 ， 和 如果 
Ko 是 欧 氏 有 序 体 (而 天 为 Ko 的 二 次 扩张 或 为 Ko。 上 的 广义 四 元 数 
体 ) ,那么 天 上 两 个 厄 米 特 形式 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它 休 有 相同 
的 符号 数 .我 们 再 指出 , 当 Ko 是 欧 氏 有 序 域 而 及 是 Ko 上 的 广义 四 
元 数 体 时 ,对 于 E X E 上 的 一 切 反 厄 米 特 形式 f 一 定 存 在 一 粗 正 
交 基 (ei) 使 得 flei, e) = 1, 1 Lin, 而 j 为 一 个 固定 的 四 元 
数 其 平方 为 一 1; 因此 这 时 两 个 同 秩 的 反 毛 米 特 形式 永远 等 价 (J 
Dieudonné[13], 383 EH). 

现在 假定 Ko 是 任意 一 个 有 限 域 Fs, KÆ F, 的 一 个 二 次 扩张 
Fe, J 是 玉 中 唯一 的 异 于 单位 自 同 构 的 Ko- 自 同 构 $ 一 6*， 这 时 
对 于 XE 上 的 每 个 厄 米 特 形式 都 存在 一 棚 法 正 交 基 ; 换 并 之 ,两 
个 同 秩 的 厄 米 特 形式 永远 等 价 ， 因 之 它们 的 指数 是 极 大 值 [x/2]. 
这 个 千 果 由 Ko 中 每 个 元 未 都 是 及 中 元 素 的 范 这 件 事 实 立 询 推 
H. 

RARE, REAR EDR HER UT E 由 W. 
兰 德 黑 尔 (Landherr) 中 所 解决 。 


59. 西 g 
设 f 是 EX 上 一 个 相应 于 KK 的 对 合 J h GERE) 自 反 形 
式 ， 从 玉 到 它 自 身 之 上 的 一 一 线性 映射 《使 得 1 等 于 它 自己 在 
之 下 的 变形 ,即使 得 
ela), uy)) =f, y),  +*CE,yCE (8) 
者 , 称 为 E 的 对 于 形式 1 HEER. EAR GLK) 的 一 个 子 
F, 我 们 把 它 记 作 器 ,(K, f) 并 称 它 为 对 于 天 和 形式 f 的 4 个 变数 
WE. 
XRARGS)TUME—HHARNE IH: RP EBEA f HERES 
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对 射 变 换 , 而 立 是 + MON HE 7, 则 (18) 等 价 于 关系 式 

《ep(xe(z))，z(y)》 一 《ec ，?》 一 《CCz)) #(y)}, 

双 因 为 当 y 跑 过 E 时 u(y) 亦 跑 过 巨 。 这 个 关系 式 双 等 价 于 
pGG)) = (P(x)) 对 一 切 *E 五 . 

更 一 般 些 , i “是 五 的 对 于 天 的 一 个 自 同 构 ( 记 作 或 ao) 的 
直射 变换 ,我 们 襄 对 射 变换 P 和 直射 变换 “ 射影 可 换 , 如 果 天 中 存 
在 一 个 元 素 r。 使 得 

t PUD = rlp(x)) 对 一 切 xEE， (19) 
其 员 依 然 全 为 # 的 逆 步 变换 CEE E* 的 一 个 对 于 “所 对 应 
的 自 同 构 © 的 直射 变换 )。 这 个 关系 式 等 价 于 关系 式 

《9(u(z))，rx(Cy)》 一 《rc 必 (9Cxz))，x(Cy)>， 
对 于 一 切 x € E KIE) y E E: ARAOR, ELEF 


GG), CG) = rat GG, yN, 《20) 
注意 ,如 果 在 (19) 中 以 zx CRE x, 我 们 就 得 到 关系 式 
E = rêr, 对 一 切 €€K. (21) 


如 果 在 C20) 中 将 x 和 y 互 换 并 考虑 到 f 是 厄 米 特 形式 或 反 厄 米 特 
形式 ,我 们 就 得 到 
ler, (22) 
把 适合 (20) 的 直射 变换 =“ 称 为 (对 于 形式 的 ) 对 应 于 自 同 构 
ou 和 乘 子 r 的 西 秆 类似 变换 ;条件 (20) 也 可 以 改进 成 :对 于 EE 的 
一 粗 基 (ei) ,我 们 有 
Pelei), uei) = ra: Gleis en), 


H u PRALER U EARRA | 
UIAU = ru 4°, (23) 
He AR f Te) HE (对 于 了 的 ) 丁 个 类 似 变换 竹 


REHERP TLK) 的 一 个 子 芭 TU,(K, 用 。 对 应 于 单位 自 同 


种 变换 组 成 TD。( 开 ,月 的 一 个 正规 子 区 GUK, D 一 TUs(K， 朋 
N GL,(K), g U,(K, f) RASE FH 1 的 西 类 似 变 换 ( 称 
为 西 变换 ) 所 粗 成 的 天 它 是 CU(K， f) M—TERFR. HAE 
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f 对 于 已 的 一 组 基 的 矩阵, 我们 也 写 U,(K, 4) 来 代替 U,(K， 力 ， 
对 于 其 余 的 至 也 有 类 似 地 写法 . 

映射 x 一 o4 是 从 TU,(K, D 到 KK 的 自 同 构 价 的 一 个 子 芥 之 
上 的 同 态 ， 一 般 瑶 来 ， 井 不 知道 这 个 子 合 是 否 包 有 天 的 内 自 同 构 
A, 这 个 同 态 的 核 是 CU。(K, 力 ， WF uE GUK, f), XRK 
(21) 指出 乘 子 r 必须 属于 天 的 中 心 Z, 而 关系 式 (22) 又 指出 ru 
属于 Z 中 被 对 合 了 保持 不 变 的 元 素 所 租 成 的 子 域 Zu( 这 个 子 域 即 
是 Z, 或 者 Z 是 它 的 一 个 二 次 可 高 扩张 )， 因此 映射 x 一 rw 是 从 
GUK, AB ZE 的 一 个 ( 阿 倍 尔 ) 子 草 MG) 之 上 的 同 态 ; 一 般 说 
来 ,关于 这 个 子 琴 的 知识 我 们 知道 的 很 少 (参看 第 二 章 $ 13); 这 个 
同 态 的 核 是 U,(K, f). 

RIA PTU,(K, f), PGUn(K， 力 ,， PUn(K) 力 分 别 表 TUn(CK， 
I), GU,CK,f), UCK, PESER PT L,(K) 中 的 自然 映 象 ,显然 ，， 
位 似 变换 * 一 rh 是 以 24 为 乘 子 的 西 中 类 似 变 换 ,因此 PTU,CK, 
f) STUK, f) /Hn; 同样 ,一切 中心 位 似 变换 都 是 西 类 似 变换 而 
“RGU。, 实 GU,„/ Zn: 最 后 , Un O Zs 是 由 中 心 位 似 变换 * 一 xy 具有 
HER yy = 1 者 所 租 成 ， 后 面 ( 第 二 章 $ 3) RARE AR 
U, =U, N Zs 是 Us 的 中 心 ; 我 们 有 PU， 法 U，/Ui. 

RE XE 上 的 自 反 形式 有 是 形式 f 在 一 一 线性 映射 z 之 下 
BEJE RAE H TUO, fh), GUCK, f), Us(K, 岂 分别 是 
TU,(K,f), GUn(K, f), U,CK, PET LCR) APS K FE s — vsv 
之 下 的 变形 。 此 外 ,如 果 a K hj FORT J 的 ) 对 称 元 素 或 反 
对 称 元素 , AI TU,CK, af) = TU,(K,f), GU,CK, af) = GU,CK, 
H LA U,(K, af) = U,(K, f). 

当 玉 是 域 而 了 是 交错 形式 时 ， 就 用 " 辛 " 求 代 趟 上 面 定义 里 的 
“H. 因为 任意 两 个 只 相 后 和 铁 z (偶数 ) 的 交错 形式 是 等 价 的 ,我 

、 们 就 不 在 相应 的 办 中 将 形式 了 写 出 、 而 写 TSps(K)，GSpr(K) 及 
SPCK) (对 于 相当 的 射影 至 亦 有 类 似 的 符号 ). 当 任 意 两 个 等 铁 
的 形式 等 价 时 ， 我 们 在 西 季 的 符号 里 也 把 形式 了 咯 法 不 记 ( 例 如 ， 
当 J 关 工 而 玉 是 有 限 域 时 ,就 旺 这 样 的 )。 
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当天 是 特征 数 E 2 的 域 而 f 是 对 称 形式 时 ,我 们 就 用 “ 正 交 ” 
KIR T HEIN IREE TOCK, f), GO,(K,f) 及 O,(K,f) 
OAITH ERRARE); 特征 数 为 2 R EREZIE EN 
与 这 里 的 完全 不 同 , 我 们 将 在 $16 FREDE. 


$10. 迹 形 式 

RIRE X E 上 的 厄 米 特 形式 , 我 们 说 二 是 一 个 迹 形 式 ,如 
果 对 于 一 切 x€ E, fle, x) 都 是 K 中 的 “ 迹 ”, 这 就 是 说 都 可 以 吉成 
形状 4 十 A,XE€ KK， 由 于 Y = f(x, x) 是 对 称 元 素 ,所 以 当天 的 特 
征 数 去 2 时 ， 这 个 条 件 一 定 成 立 ， 因 为 这 时 只 要 了 到 X=3y B 
可 。 当天 的 特征 数 为 2 而 中 心 Z 中 对 称 元 素 所 和 组成 的 子 域 Zo 与 
Z 相 异 时 《这 时 对 合 ] 称 为 第 二 类 对 合 ,例如 当下 是 域 而 了 异 于 

. 单位 自 同 构 时 就 是 这 种 情形 ) ,这 个 条 件 也 成 立 。 实际 上 ,这 时 存 
EA yE ZE y Ey, Fia =y +y Eo; 如 果 上 是 天 中 
任意 一 个 对 称 元 素 , 因 为 a€ Z, RIH (au) = ap, 因此 p= 
vo) + y lau) = Cyan) + Cyan). 反之 , 当天 是 ( 特 
征 数 为 2 的 ) 域 而 J 是 单位 自 同 构 时 ,除了 0 以 外 任何 对 秘 元 素 都 
不 是 “ 迹 ”; 因 此 迹 形 式 就 是 交错 形式 .。 我 们 可 以 举 出 一 个 对 于 中 
心 的 秩 为 4 的 体 来 ,其 中 有 不 是 迹 的 对 称 元 素 存在 (例如 , BE J. 
AK #1 (Dieudonné)[4], 73 H). 

对 于 非洲 形式 的 酉 看 的 研究 其 本 .上 可 以 化 为 对 于 迹 形 式 的 西 
个 的 研究 (J、 Dieudonné[16]). 实际 上 ,如 果 f Æ EXE LME 
自 反 形式 ,考察 E 中 使 得 f(x, x) 是 “ 迹 ” 的 那些 向 量 * 所 租 成 的 集 
合 了 ;显然 了 是 已 的 一 个 子 空 间 . A V = v NA VRAA), 
FR 和 Ts 分 别 是 六 对 于 了 和 Vo 的 补 空间 。 我 们 可 以 征明 ， 
A (Va + V)? = VEN V3 的 一 租 基 (ci)icicw 存在 使 得 指数 ;人 gq 
WEE e: ALU Vi 的 一 租 基 ,而 且 有 fei, eari) = 0, EE j; Ken 
egri) =1,1 <Li<ag. À VIH eall Si < 9) 所 生成 的 子 
ZR, AE Vi, Vi, Va, V4 的 直接 和 .。 分 析 丁 变换 u 所 应 该 适 
合 的 条 件 就 可 以 证 明 春 U,K, f) 有 -一 个 正规 桔 列 
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La 


UDD 
使 得 T/T 和 TT EE RTE U, SEE U,(K, 所) 同 构 ， 
Hp hA f EV: X Va LESERE m- Va HIER GARIE E , fri 
一 个 非 退 化 的 迹 形式 . 

对 于 $8 中 讨 芥 正 交 基 的 存在 性 时 所 搁 甘 的 一 个 情形 , 序 玉 是 
特征 数 = 2 的 域 而 是 邦交 错 的 对 称 形式 这 个 情形 , 也 可 以 将 空 
到 瑟 作 同 样 的 分 解 .实际 上 (采用 上 面 的 记号 ), 这 时 了 U V' 不 能 
是 整个 空间 ;如 果 a VUV’, a 就 不 是 迷 向 的 ,因而 与 4 正 交 的 超 
平面 及 中 就 存在 一 个 非 迷 向 向 时 (否则 我 们 就 有 及 二 V 而 «8 € V’); 
从 而 如 同 $8 应 用 归纳 法 仍然 可 以 得 到 一 组 正 交 基 (A. Albert[1]).. 


SIL 迹 形式 的 性 盾 l 

以 下 我 们 永远 假定 所 研究 的 自 反 形式 A ERLER, 
对 于 这 样 一 个 形式 (假定 它 是 厄 米 特 形式 ), 首 先 有 下 面 的 引 理 :对 
于 中 任何 一 个 迷 向 向 量 4 和 和 包 有 的 任何 一 个 非 迷 向 平面 3; 


P 中 都 存在 另外 一 个 六 向 向 晤 5， 使 得 Kad) =1. 实际 上 ,只 
要 选 P 中 一 个 向 最 < 使 得 1(c, 4) = a 0 FER = © + af DE 
11,8) = 0 即 可 ; 我 们 求 得 方程 af 十 Ela = —$(c, c) ,因为 
一 fle,c) =A + NAREN E = 一 ah ED Ca, » =a $ 
0; 再 将 5 乘 以 a7! 就 得 到 问题 的 答案 . 

从 这 个 结果 可 以 推出 下 面 两 个 结果 : 

1) 对 于 互 的 任何 一 个 全 迷 向 耶 空 间 了 ,都 存在 另 一 个 与 7Z 有 
相同 维 娄 的 全 迷 向 子 空间 W ,使 得 V NW = {0} E V RH 
量 都 不 与 术 正 交 .此 外 ， 对 于 任何 一 对 适合 这 个 条 件 的 同一 维 
数 P RRE PAR ,都 存在 斑 的 一 组 基 (ei)icicp AIW 的 一 组 基 
(epti)iciap， 使 得 fCei, ep1) = Bi, 

只 要 对 于 7 的 维 数 用 具 灿 法 并 应 用 上 述 引 理 , 序 可 证 明 这 个 千 
果 . 我 们 注意 ,如 果 是 f 的 指数 vy, 那 么 对 于 维 数 > 的 两 个 全 迷 向 
FEV AIN, VAW 二 {0} 就 推出 VV 中 非 堆 向 量 都 不 与 搬 正 交 . 

2) Ho > LP APAE E RS HARMAN, R 
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E, 先 在 中 到 :一 个 迷 向 向 量 a， BE E HIA h a e b E 
得 ja,5) = 1, 那么 出 a 和 2 所 确定 的 平面 PP 是非 迷 向 的 ; 讼 
Cesiciens TÈ 忆 的 一 组 基 , 我 们 立刻 看 到 大 2,a + où) #0, TE 
在 由 5 和 a 十 cz 所 确定 的 平面 中 就 存在 一 个 迷 向 向 量 。 使 得 
f(5, ei) = 1。 因而 a,65 和 ei(l 之 ;过 一 2) 就 组 成 所 要 求 的 一 
M, 

E HBA EHER TAV W, ARKEEN — A 
变换 将 其 中 之 一 变 到 另外 一 个 ; 这 样 变换 存在 的 条 件 由 下 面 的 基 
本 定理 所 答 出 ,这 个 定理 是 维特 (E. Wio 证明 的 (也 可 参看 G. 
Pall[1] 和 I. Kaplansky[1]): 

存在 一 个 本 变换 we UCK, 站 使 得 uV) =W AEE 
条 件 是 f 在 VXV 和 W XW 上 的 限制 是 等 价 的 . 

显然 只 需要 着 明 条 件 的 充分 性 ， 首 ”是 从 六 到 吵 之 上 的 一 个 . 
线性 映射 使 得 fo(z)，o(y)) = fx, 5), EV, 3€ V, 问题 可 以 
化 为 证 明 v 可 以 拓展 成 一 个 î 线 :变换 x6E U,。 将 要 令 述 的 起 明 是 
EEE (C. Chevalley) 上 输出 的 ， RAZE AOW hoge m VIAA 
法 , 将 归纳 法 假设 应 用 于 了 的 - -个 m 一 1HP, 首先 可 
以 假定 v(x) = x 对 一 切 xE 0 然后 我 们 求 游 察 一 个 最 大 维 数 的 
PAU, EEA UTTRAN: v 可 以 拓展 成 了 + U 上 的 一 个 
线性 映射 w, Elwa), wly)) = xy) HF x, y EV +U 
而 且 使 得 w(*) = 2 NT x EU, HEV + U 改 记 作 了 ,我 们 就 可 
以 假定 Di = U， 这 就 是 说 不 可 能 将 v 拓展 到 一 个 子 空间 VV 
上 ,使 得 f(v(x),v(y)) = f(x,y) Æ Vi X V1 上 而 且 在 Vi 中 存在 
被 v 所 不 变 而 又 不 属于 UU 的 向 量 ， WRU =V, 命题 显然 成 立 ; 
BRUT DUB V =U +aK ii a LU; 设 5 二 vla) EU, 还 
TREV FE, fr 拓展 到 E 的 一 个 m 十 1 稚 子 空间 上 . 这 
需要 而 且 只 需要 能 找到 zz 《VV ,xz'¢W 适合 下 述 条 件 : 

(A) z — z 5 UEĶ, f(z,4) 二 f(z',6) 而 1(z,z) 二 f(z， 
a), 

FER 0 (2) = xz 就 把 v 拓展 到 了 十 zK 上 。 
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根据 吕 的 极 大 性 , 条 件 (A) 不 可 能 对 à 二 x 成 立 , BORA 
W z= z' 与 5 一 4 正 交 ,2 =r 就 属于 Wi 或 属于 W,，. 由 此 推 
出 , 与 5 — a EZREN HEV PREE W H, Zie 
m=n—1, EH =V Rt, MA Ha, b 一 a) = 0, 于 是 fla, 
b) = fla, a) = f(b, b); PAT fC, b — a) = 0, 由 此 推出 66 也 ， 
WH=W., 
问题 化 为 研究 V = W 15 b 一 a 正 交 的 超 平面 瓦 的 情形 ,于 是 “ 
b 一 4 是 一 个 迷 向 向 量 而 z 和 2 以 及 乙 都 与 6 一 2 正 交 . 任 取 一 个 
不 属于 了 的 >, 证 z’ =z 十 c + (oag, FRAME c AN E (E 
得 zx 和 zw’ 适合 条 件 (A)。 首先 我 们 应 该 取 “ 与 0U 正 交 , 而 条 件 
Ke, b) = FC, DRM Ce, b) = — jG,b— a) =BEO0: 因为 
BU, 所 以 存在 cE 0" 使得 Ko b) =B; 此 外 < 不 能 与 4 正 交 ， 
t 否 划 宅 就 与 H =U + ak EE, Mie EX; TÆ fle, a) = 
wa% 头 0。 由 此 首先 推出 1 ,2 — a) = f(z, b— a) + ile, b — a) 
= — pe, a) = — at o ATEREA, WAR € A. UF 
还 需要 用 方程 f(z', 2) = fz, 2) RE EA f BR, MTS 
aẸ + Ẹla! = f(z +c, z +c) — flez) =A tN, 
HIR E = or 就 行 了 . 
在 讨 散 维特 定理 的 扒 
7 变 到 本 上 的 充分 必 ? 
W X W 上 的 限制 乘 以 
ù 由 Wit 定理 推出 下 列 庄 千 果 ; 
3) Hu V Ai W 是 F PRORETTED 划 有 一 变换 
“uk U,K, DEEG ut 5 = 
4) E RMEMIAKI DER a ya RTE DAKE v NES 
KETAR SRE WHV AMEE < vi at WHERE 
2 的 全 迷 向 子 实则 而 有 是 到 的 一 个 维 数 > 的 子 空间 ， 则 有 
LME UK, PUREE uV) =V, WA uW) 就 是 包 有 亚 的 一 个 
最 大 维 数 v 的 全 迷 向 子 空 间 ; | 
- 5) AVENIR A MER v 的 至 六 向 子 空间 , m W 是 一 个 维 


前 ,我 们 先 指出 :用 一 个 类 似 变换 将 
条 件 是 了 在 VX V 上 的 限制 等 价 于 在 
TEMO 9) 中 的 一 个 元 素 à, 
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数 » HART ARMES V N W = 10},HU M =Y +W 
20 维 的 非 迷 问 子 空间 x 因为 与 V ERKA EEE V 2h 
CG7). 此 外 ,基于 同样 的 理由 ,M? 是 一 个 不 包含 迷 向 向 量 的 > 一 27 
维 的 子 空间 . 如 果 Vi, W, 是 巫 个 维 数 > 的 全 迷 向 子 空 疗 
HV, N Wa = {0}， 那 么 就 存在 一 个 下 变换 < 使 得 *( = Vi 及 
a(W) = Wi, 因为 这 可 以 从 维特 名 BV + w 和 Vi 十 Wl 在 1) 
中 所 描写 的 类 型 的 基 的 存在 性 推出 ;又 因为 CM") = MS, 所 以 f 
对 于 MI X M 和 Mi X Mi 的 限制 是 等 价 的 。 f 在 M? X MEI 
限制 除 差 一 个 等 价 关 系 之 外 唯一 确定 ， 称 为 形式 S AREA 
迷 向 形式 ， 两 个 厄 米 特 形式 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 
指数 而 且 写 们 的 饶 鹊 十 对 非 迷 向 形式 等 价 . 

设 K 是 有 序 域 ( 因 之 宅 的 特征 数 为 0 ) 而 f 是 一 个 对 称 形式 ， 
那么 元 素 ci =1/2(e; 十 eiw), citv = 1/2(ei — ei) (1 Ki <v) 
AU M =V +W 的 一 租 正 交 基 而 日 fciy ci) = 1/2 及 Fein 
cim) =— 1/23} 1 Si <v; À M RHEE M 的 一 组 正 
交 和 组 Cei) (2v S i <S n), 我 们 就 得 到 五 的 一 租 正 交 基 ; A p RATE 
Feis ci) > 0 的 指数 à 的 个 数 ， 我 们 就 看 出 pv < min (p, # — p). 
如 果 天 到 是 欧 氏 域 ,因为 M 不 包含 迷 向 向 量 , 所 以 有 M? 的 基 使 得 
feei ci) 二 1 对 i > 2 或 fc ci = 一 1 对 i > 2v; 于 是 这 时 我 
MA v = min (p, n — p). 这 些 和 结果 显然 可 以 推广 到 了 是 厄 米 特 

形式 而 KK 是 -- 个 有 序 域 上 的 二 次 扩张 或 广义 四 元 数 体 的 情形 . 


最 后 我 们 指出 ， 维 特定 三 和 本 节 中 的 引 理 1)， LA 3),4) 当 “ 


1 是 交错 形式 时 ,仍然 成 立 . 


，$ 12. BAPHIA 


Du(E， 肪 或 GD-(K, 力 或 TUs(CK， 乃 中 变换 的 分 类 问题 在 
于 寻求 刊 断 这 些 芭 之 一 里 的 丙 个 变换 xz > 在 这 个 大 之 中 共 示 e 的 币 
定 准则 ; 我 们 只 准备 研究 这 个 问题 的 一 些 特殊 情形 ,斯 普 灵 格 (T. 
Springer) ANTHEA (H. Jacobinski)™ 售 谤 一 般 地 研究 过 这 
TE. 


. 26° 


+ 


首先 我 们 注意 ,如 果 TUs(K ,用 的 一 个 变换 将 E 的 一 个 向 量子 
空间 V (整体 地 ) 保 持 不 变 , 它 的 正 交 子 空 得 V (整体 地 ) 保 
持 不 变 。 当 人 是非 迷 向 子 空间 时 ,这 样 一 个 变 挽 由宇 在 两 个 互补 
FARM V, V 上 的 限制 所 完全 确定 ， 而 这 种 变换 的 全 体 粗 成 一 个 
R,5TU,(K, fi) X TUK, H) 中 对 应 于 相同 的 自 同 构 和 滋 子 的 
$ v 各 w 构 成 的 元 素 对 《v,w) 所 织 成 的 子 寿 同 构 ( 思 和 户 分 别 是 
ÆV XV AV X V" 上 的 限制 , ? ALP HOME). 
现在 我 们 研究 DU, CK, f) 中 将 VV 的 每 一 个 元 来 都 保持 不 变 的 
变换 ,这 样 的 一 个 变换 x 一定 居于 GUCK, F), Mimi V AE 
的 , 写 还 一 定 属于 U,K, }). AV =y N V°, 而 U 是 Vi 在 V 中 
的 补 空间 ， 则 # 完全 虫 它 在 非 迷 向 子 空间 U? 上 的 限制 所 完全 确 
定 ,而 在 UV" 中 将 Vi 中 一 切 元 来 部 保持 不 变 。 当 V = {0} 时 (这 
就 是 说 ,V 是 非 迷 向 的 ), 这 种 变换 e—a U nol K, fa) 同 构 
(采用 与 -上面 同 样 的 记号 )。 另外 一 个 极端 情形 为 V 是 倪 迷 向 的 ， 
* 我 们 只 研究 了 是 最 大 悉数 > 的 全 迷 向 子 空间 而 2 一 ”的 情形 , 
琶 防 是 与 六 互补 的 另外 一 个 企 迷 向 子 空间 , 而 (e2)icicw 是 已 中 如 
§11，1) 中 所 描写 的 类 型 的 一 租 其 ; 合 u(x) = x 十 v(x), WRR 
式 Sule), u(y)) = F, y) 首先 给 出 Cr, v(y)) = 0 XF x EV, 
EW, REZ, ”是 一 个 将 V 映 到 ， 而 将 WW 映 到 之 中 的 线性 变 
换 。 对 于 xE€W 和 yEW， 立 刻 得 到 关系 式 f(x, v(y)) + f(y， 
vla) = 0《 对 于 一 个 厄 米 特 形式 有; 因此 * 对 于 基 (e;) 的 矩阵 就 
是 下 烈 形 状 的 矩 障 
IS 
( 07 )， 


其 中 '5 = S (换言之 ，8 是 一 个 > 级 的 反 厄 米 特 矩 阵 , 而 它 的 
秩 是 < v 的 任意 数 ); 如 果 从 一 个 反 厄 米 特 形式 出 发， 就 得 到 5 
EREM, IE UCK, f) 中 将 V 的 每 个 元 素 者 保持 不 变 的 
子 重 这 时 与 一 切 > 级 反 厄 米 特 (或 厄 米 特 ) 和 矩阵 所 和 粗 成 的 加 法 熏 同 
构 ， 这 种 酉 变换 我 们 称 之 为 特殊 变换 。 另 见 , 这 样 的 两 个 变 澳 m, 
wm 在 UsK, f) 中 共 二 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 对 应 矩阵 Si 和 S; 
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(或 者 是 , Wi 及 W: 中 的 反 厄 米 特 形式 fx, vO) B Eo) 
等 价 . | 

我 们 再 特别 研究 将 一 个 超 平 面 了 中 一 切 元 素 都 保持 不 变 的 西 
变换 ， 这 就 是 西 伸 短 变换 和 西平 延 ($ 2). 如 果 焉 是非 迷 向 的 而 
a 是 与 V 正 交 的 一 个 向 量 ， 我 们 就 一 定 有 ula) = aa 而 afla, 
aja = fa, a); 这 样 一 个 变换 称 为 对 于 赵 平 面 了 的 拟 对 称 。 这 时 
总 存在 异 于 单位 元 素 的 舱 对 称 : 如 果 天 的 特征 数 尖 2, RER a 
= 一 1 就 行 (对 于 超 平 面 V 的 对 你). 反之 ,如 果 天 的 特征 数 = 2 ， 
RIH fla, a) = À + VXI a = AT, H alha =A K alia = 
V, BR A A A, keth RKS. EE, EE 0K, f) 
中 (K 的 特征 数 A 2), ER Y WETA TER AUDE ERRAR 
VIRE, TRER Sp, CR) A AT DO FR AO AOA AiE 
时 没有 非 迷 向 超 平面 ). 

至 于 超 平面 及 的 西平 延 ， 只 在 超 平面 上 迷 向 而 平 延 的 向 量 “ 
与 V 正 交 时 才 存 在 ; WIPRA à x 十 afla, x), 其 中 
人 是 反对 称 的 ， 如 果 厂 是 厄 米 特 形 式 ; 4 是 对 称 的 ， 如 果 f 是 反 
厄 米 特 形式 ， 如 果 将 4 易 之 以 au, AMEL pu, 分 别 对 
应 于 元 素 人 和 X 的 上山 个 于 延 在 Us 中 共 章 的 充分 必要 条 件 足 入 二 
au 对 于 一 个 活 当 的 pg。 我 们 注意 ,只 要 E 中 有 迷 向 向 量 存 在 , 西 
不 延 就 存在 ， 但 这 需要 除开 正 交 芥 OK, f) 这 个 情形 (K 的 特征 
数 E 2), 因 为 这 时 天 中 没有 款 0 的 反对 称 元 素 存在 . 


$ 13. 西 芭 中 的 中 对 合 及 其 中 心 化 子 :第 一 种 情形 
设 # 是 TU,(K, 有 ) 中 对 于 大 的 自 同 构 a MI ee) = 
xy 及 fu(x) ,u(y)) = el y) RRR O), (2), (21) 和 
(22) 重 新 写 出 如 下 : 


= y, E? = yEy, Eee, el =e, (24) 
此 外 ,用 了 丙种 方法 计算 Gel) ,xz2(y)), 即 得 | 
vly = ee, ' (25) 


在 本 节 中 ,我 们 假定 Y 不 是 形状 MX 的 元 素 ($3 中 的 A))， 那 
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LKR EE Ko = Ko), M =y 及 70 = pn 对 一 切 
NEK; TC =E + pEKo xE E, xG = xE + ule), 于 是 
就 成 了 K。 上 的 n/2 维 的 向 量 空 间 ; REA A R E 
Bo， 不 难看 出 E 的 对 偶 五 * 与 E, 的 对 偶 Ed 之 间 存 在 一 个 一 一 对 
应 x*<*xo 使 得 
Cros x) = bx’, x) + ple, u(x) YT (26) 
对 一 切 x€E， 此 外 , 仓 p! = pe y, 那么 根据 (24) 和 (25) 可 以 验 
性 ,把 对 合 J 扩 张 到 了 Ko 上. 于 是 (26) 指 出 对 应 于 (与 形式 了 相 
关 的 ) 对 射 变换 有 -一 个 从 Eo 到 ES 中 的 映射 po， 它 由 下 列 公 式 所 
确定 : 

ol#) 3y) = (P), y) + pp), uyy C7) 
因而 ;基于 (24) 和 (25) ,我 们 就 有 Pt) = plr) 对 一 切 56E Ko; 
REZ, go 是 一 个 对 射 变换 ， 此 外 ,如 果 'p = ep Mi e = + 1,48 
们 还 有 ‘po = epo, 因 为 从 (27) 式 推出 

(polr), yX! 一 elpoly), x) € pK 

只 要 * 和 》 属于 有; 可 是 第 一 :项 是 * 的 一 个 (在 K。 上 的 ) 线性 形 
式 , 因 此 只 有 写 剧 等 于 雳 时 ,七 的 值 才 能 永远 在 pK 中 。 

从 而 与 go 相应 的 自 肥 形式 fo(x,y) 由 下 烈 公式 ((27) 式 的 改 
FM 

folx, y) = fx, y) + plflx, u(y))) y, (28) 

现在 寻求 与 牢 对 合 * 射影 EET A OPAAL IE AAE IAE GO E H, 
即 求 对 合 BE PTU, EMRE PTU, PEREST S4). R 
v 是 这 样 一 个 变换 ， 拉 假定 v 对 应 于 天 的 自 同 构 r，zt = uv 
ala € K) 而且 由 此 式 所 导出 的 (3) 和 (4) 两 个 条 件 成 立 ;此 外 ,我 们 
À Po) =h Xp(z))， 共 中 4 是 天 的 一 个 对 称 元 素 。 那么 
CS4), 我 们 可 以 将 r 扩张 成 Ko 的 一 个 自 同 构 使 得 ” 成 为 对 应 于 
这 个 自 同 构 的 Eo 的 直射 变换 。 这 样 做 了 以 后 ,就 由 公式 (28) 推 出 
RG), v(y)) — Aole, y)) E pK 对 一 切 x, y € Eo; 可 是 当 x 
固定 时 ,这 个 公式 对 于 y 是 咎 线性 的 ,所 以 只 有 写 是 辟 时 所 取 的 依 “ 
才能 全 在 pK 中 .因此 ” 届 于 娠 TUw(Ko, 加)， 反 之 ,这 个 至 的 一 


. 29 +, 


个 站 射 变换 " 亦 泛 合 条 件 ， 如 果 o 所 对 应 的 自 同 构 r 将 K (全 局 
地 ) 保持 不 变 而 且 使 得 0° = pa (i a € K) 同时 ”的 乘 子 属于 天。 
我 们 注意 ， 由 这 些 条 件 所 定义 的 TDw(Ko, fo) MF RH REX 
Uw(Ko, fo) FER E BERF. 


514. 西 车 中 的 件 对 合 及 其 中 心 化 子 :第 二 种 情形 


仍 采用 $ 13 的 记号 , 现在 假定 7 = A; 将 u DZA u 
《这 只 相当 于 将 zx 所 对 应 的 自 同 构 和 乘 子 加 以 改变 ) 就 可 以 假定 
了 7 = 二 1, 由 此 推出 of = 1 以 及 ee” 二 1， 我 们 分 别 研 究 o 是 单位 自 
同 构 和 不 是 单位 自 同 构 两 种 情形 : 

A) 是 单位 自 同 构 ,而 由 此 推出 。 = 1， 我 们 再 分 别 研究 下 
面 三 种 情形 : 

A1) 天 的 特征 数 尖 2 而 < = L: 这 时 # 是 U,(K, 认 中 的 一 个 
FR. 我 们 立刻 可 以 验证 U* 中 每 一 个 向 量 都 与 U7 中 每 一 个 向 
量 正 交 ， 这 就 推出 Ut 和 UT 是 非洲 向 的 而 且 宅 们 互相 正 交 。 H 
Z, 对 于 任意 一 对 互补 而 且 互 相 正 交 的 非 迷 向 子 空间 VV 和 WwW， #k 
性 变换 具有 性 质 (x) = 二 x 在 V 中 而 w(x) = 一 x 在 W 中 者 是 
UK, APHRA, : 

现在 设 v 是 一 个 个 类 似 变 换 ， 对 应 于 天 的 自 同 构 r ARRP 
/使 得 vu = uv a; 条 件 (4) 答 出 =1, REZ, zt 一 土 xy; 只 有 

.在 U+ 和 UT 的 维 数 相等 时 ,我 们 才能 有 vu = 一 uv, RHES u 
射影 可 换 的 wx€TU，。 MARAR, T Ho 是 * 在 TU, 中 的 中 心 化 
子 ,那么 H 在 互 中 的 指数 是 1 或 2, 而 H SERR TU,(K,h) X 
TUm(K, h) (p = dim U* T fi H f PB f Æ Ut X U+ R UT 
X U” 上 的 限制 ) 的 一 个 子 芥 同 构 , 这 个 子 礁 由 具 相 同 的 自 同 构 及 
HARR n ELTU K, f) 和 ETUK, 4) 所 资 成 的 元 素 
对 (v1 v2) 所 组 成 ; 

A2) K 的 特征 数 关 2 而 。== — 1; 这 时 由 关系 式 FC), 
:Ky)) = 一 f(x,y) 推出 U+ UT 是 互补 的 僵 迷 向 子 空间 ， 因 之 
n = 2m 而 dim U*=dimU =m=vy, KM, Ai n = 2v HV AW 
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BEWARRE v 的 互补 双 六 向 子 空间 ,那么 由 u(x) 二 x 对 xE€V 
Buls) 二 一 x* 对 xE€W 所 定义 的 (线性 ) 直射 变换 * 就 有 性 质 
Ial), u(y)) = 一 f(x, y) 对 一 切 *, vE E. 

如 果 vu = uv :a 对 vwE€TU,， 我 们 仍然 有 a? = 1， 因 此 可 以 
和 .上 面 一 样 局 限于 研究 «在 TU 中 的 中 心 化 子 Ho 如 果 vE Ho 
对 应 于 自 同 构 r 及 乘 子 h, 那 么 关系 式 vu = uvi H o(U*) = U*, 
v(U”) = U", 而 关系 式 fCv(x),v(y)) = h(f(x,y))' 对 xEU+ 及 
VEUT JRH v Æ UT AJ fÉ re À EE Ut 中 的 值 所 确定 。 因此 
属于 Ho 的 直射 变换 "在 Ut 上 上 的 限 全 是 对 应 于 自 同 构 r 的 直射 
变换 使 得 自 同 构 rJ 和 Jr 只 其 一 个 玉 的 内 自 同 构 , 反之 亦 然 ; 于 是 
Hs 可 以 看 作 是 TLw(K) 中 性 对 应 于 具 上 壕 性 盾 的 自 同 构 的 直射 
变换 所 租 成 的 子 区 我 们 指出 , H 包 有 一 般 米 性 本 GLwz(K) 作 
HERTE; 

A3) 天 的 特征 数 为 2 而 < =1. 这 时 ($3) 有 (x) =x 十 
, wle), T w(E) € wl(0) =U: PA AA Eat APE, 我 们 
立刻 看 到 wE) 应 该 与 0 正 交 ， 又 因为 w(E) 与 "有 相同 的 维 
数 ， 所 以 w(E) =U C U 是 全 迷 向 的 ; 反之 也 显然 成 立 。 琶 
vETU,CK, f) 5u 射影 可 换 , CREF “XE T'U,CK, f) 中 的 中 心 
AFH, AH à = 1; 于 是 一 定 有 v(U) =U  v(U°) =U; 以 了 
RXT UMES U 互补 的 一 个 ( 非 迷 向 ) 子 空间 ;如 果 bp 一 dim U’, 
那么 加 就 是 一 个 2p 维 的 包 有 U 的 非 迷 向 子 空 间 ， 因 此 VO 中 存 
在 一 个 对 于 VOTES U 互补 的 ? 稚 全 迷 向 子 空 间 . 

R Hi 是 由 玉 中 适合 条 件 "CO = *(mod U0) 的 wv 对 一 切 x€B 
及 v(y) = y(mod U°) 对 一 切 y EU KMR H KERFS. 
我 们 首先 知道 ， 如 果 V A {0},v 就 是 线性 的 而 且 具 乘 子 1, KE 
Z, BT U,K, f). IL, TAG vlr) = x + vle) 而 v(x) EU; 
BH Hole), vO)) 二 f(x,y) 对 xEW 及 yEU" 就 有 f(x,v(y) 一 
y») =0, XX W°=V +W B (y) — ÿ EU°, 所 以 vly) = y 
在 中 . 当 V={0} 时 、 gi nb 三 yp 在 UV" 中 ,% 是 v 
KRFA EBTK O). 
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B H, E Hi 将 忆 中 一 驴 元 素 都 保持 不 变 的 子 玖 ; 煤 亚 中 一 切 
元 素 都 保持 不 变 的 变换 vE HER HER T V0 = U + 1 HR 
制 所 确定 ,而 且 是 这 个 空间 里 将 向 子 空 0 的 一 切 元 素 都 保 
持 不 变 的 西 变换 ; 因此 写 是 一 个 特殊 变换 ($ 12)， 这 就 十 明了 H 
是 一 个 阿 伴 尔 熏 而 与 绢 阶 反 厄 米 特 矩 阵 (或 厄 米 特 矩 阵 ) 所 组成 的 
MERAH, ,如 果 f 是 厄 米 特 形 式 (或 反 厄 米 特 形式 ). 

另 一 方面 ,从 H/H, 与 Hi 中 的 变换 对 于 子 空间 如 的 限制 所 租 
AIR Hi FM. AE V AE {0}, Avy) = y + ory) m og) 
ETI 对 一 切 yEV; DEAR, v(x) 二 x 十 w(x) 而 w(x) EU 对 一 
切 x*€W， 于 是 关系 式 f(v(x)，v(y)) = fx, y) H fo'l), 
EEC, v”(y)) 二 0; 对 于 从 VV 到 UV' 之 中 的 一 切线 性 映射 sv”, 在 
VAN VO = Ur + W 之 中 选取 基 之 后 (例如 ， 在 VV 中 选取 -~- 租 正 交 
基 或 辛 基 , 而 在 VO 中 移 取 一 组 如 § 11,1) 中 所 说 的 基 ), 我 们 可 以 
REA MW 到 了 之 中 的 一 个 而 且 是 唯一 的 一 个 线性 映射 w 活 
合 前面 的 条 件 .这 就 证 明了 H,/H, 5 P ÍF n 一 2p 列 的 矩阵 所 和 组 成 
的 加 法 震 同 构 , 朗 与 KO 同 构 。 Ai V = {0}, 我 们 有 wv(y) = 
yA HE U = U rh, DU vx) = x Æ W th, RUE H/H 与 及 的 中 
FREE Z* 同 构 。 

最 后 确定 H/H. 对 于 一 切 0EH, & ole) = (x) + vle) 
而 w(x)EW 及 vw(z)EU 对 一 切 xE 了 革 ， 再 合 voly) = wa(y) 十 
vl) 而 ND EV 及 sv"(y)E€U? 对 一 切 yEV。 定义 直射 变换 
dn F: Dle) = nle) HEW, DO) = nly) 对 yEV 及 5(z) = 
o(a) 2 EU, RIT ARRE AF TU,(K, 用 (2 与 "对 应 相同 

“的 自 同 构 r， 同 时 与 ” 有 相同 的 乘 子 A) 以 及 v 与 # 交 换 的 充分 必 
ARE 0 与 x 交换 , BAR EN T— TM ASH TER À LH 
一 个 表示 v 一 5; 因为 这 个 表示 的 核 是 H, BED À 35 H/H FM. 
可 是 ;如果 对 于 V? = U + W 取 一 租 $11,1) 中 研 描 写 的 基 , 我 们 


就 能 明了 ?对 于 7 的 限制 的 筑 入 形状 是 (4 0), 其 中 4 是 一 个 
PAM 再 者，“ 对 于 V 的 限制 的 短 障 形状 是 ( 7 ;其 中 
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是 靖 级 反 厄 米 特 (或 厄 米 特 ) 短 障 ; 如 果 f 是 厄 米 特 形式 (或 反 厄 米 


特 形式 )。 《与 ?在 V 中 交换 的 条 件 可 以 写作 ASA = RS", 换 
EE, NT V’ 的 限制 应 证 属于 TUK, S). 此 外 ,对 于 VV 的 
限制 应 该 属于 TU, CR, fi), 九 是 对 于 VX 5 的 ( 非 退 化 的 ) 
RE RE Ñ = H/H ART TU UK, f) X TUK, S) 中 具 
相同 自 同 构 和 相同 乘 子 的 元 素 对 所 粗 成 的 子 等 我 们 注意 ,对 应 


Fs 的 自 反 形式 是 非 退 化 的 但 可 能 不 是 迹 形 式 (参看 $ 10). 


B) oa 不 是 单位 自 同 构 ， 以 Ki K HR o 所 保持 不 变 的 元 素 、 
所 粗 成 的 子 体 ;我 们 注意 ,一 般 设 求 RARE J (整体 地 ) 保 持 不 变 。， 


` ONE RE ule) = x 的 * 粗 成 的 集合 U+ 是 已 对 于 Ki 的 一 
. 个 子 空间 ， 其 维 数 是 4 而 Ut 在 Ki 上 的 基 也 是 在 K. 上 的 基 
(§ 3). 可 是 ,有 f(x,y) = esf(x,y)" 对 xEU+ 及 yEU+, 将 +* 易 
AE xE TT E E Ki 我们 就 推出 81 = eg'et; 因此 ,如 果 。 = E1, Ki 
就 整体 地 秆 J 保持 不 变 . 我 们 将 看 到 ,将 形式 f 乘 以 一 个 适当 的 
” 对 称 元 素 或 反对 称 元 素 ,总 可 以 化 到 e = 1 的 情形 去 ,首先 假定 
7 一 1 十 ce 尖 0, 那 么 r/ = ri r = re, A e = rt; 如果 我 
AA glx, y) = rle, y), 那么 8 就 是 对 于 对 合 二 一 红 = relr 
的 一 个 厄 米 特 形式 (或 反 厄 米 特 形式 ), 如 果 f 是 对 十 J 的 厄 米 特 形 
式 (或 反 厄 米 特 形式 ) 而 且 有 glu(*), u(y)) = g(z,y)"， 还 需要 
考察 e = 一 1 的 情形 ,这 时 KK 的 特征 数 关 2, TE K = Ki(p) 而 
po = 一 p; 如 果 合 * = p/! 士 p, 那 么 至 少 对 于 这 两 个 符号 之 一 ?是 
+0, RAIRE r = Er 以 及 7” = 一 >， 由 此 仍 有 。 一 ”一 
因 之 可 以 象 上 面 一 样 进行 下 去 . 


以 下 假定 e = 1. 于 是 对 于 xEU* 及 ?EU” 我 们 有 tes 


y) 二 (J(x,y))", 因 而 f(x,y)E Ki 而 了 是 0+ X U+ 上 的 一 个 非 退 
化 的 自 反 形式 ,因为 U? 在 K, 上 的 一 租 基 是 E 在 K 上 的 基 . 


为 了 研究 TUK, f) 中 与 射影 可 换 的 变换 v, 根据 84 总 


可 以 将 v 乘 上 一 个 中 非 霸 元 素 而 化 为 vu = E xz 的 情形 , 这 时 
K 就 彼 对 应 于 ”的 天 的 自 同 构 r (整体 地 ) 保 持 不 变 、 我 们 分 别 研 
HD FAIR: 


B1) 天 的 特征 数 A2, RFA K = Ki(o) Mp° = — p, À 
因为 从 (24) 有 p” = pl, Dit p” = p, FE pl = p6 而 66 
K1?。 我 们 仅 限于 研究 * 在 TU,(K, D) 中 的 中 心 化 子 Ho, ER 
TU, 中 那些 具 性 质 vu = tuv 的 v 所 租 成 的 草 玉 的 一 个 指数 1 或 
2H, 这 时 v 对 于 U+ 的 际 制 就 是 TU,(Ki, 及) 中 的 一 个 变 

RGP AR NE Ut X U+ 的 限制 ;对 应 于 v 的 Ki 的 自 同 构 ? 
应 该 适合 $4 的 条 件 (5) 和 (6); 此 外 ,如果 是 ov 的 乘 子 ( 它 必 笑 
属于 Ki), RIRE pv = koi, 因而 有 条 件 

E alh = h”að, | (29) 
反之 ,如 果 这 个 条 件 成 立 , 合 v(xp) = vl 4) ,我 们 就 能 够 将 
zETUn(Kb 力 拓展 成 瑟 的 一 个 直射 变换 ,而 且 可 以 验证 jz(zp)， 
z(yp)) = Llp, yp))' x EU*, yEUT; 换言之 , 我们 有 vE 
TU,(K,f), RAR UT = Up, A o(UT) = U"-, 由 此 推出 v€ Ho, 
BZ, Ho 5 TUK, f) 中 其 自 同 构 * 和 乘 子 4 适合 条 件 (5),(6) 
及 (29)( 对 一 个 依赖 于 v 的 aE Ki) M PARADIS RDA EU TAF] 
构 ， 注 意 这 个 子 便 包 有 西 芥 U,K, f) 作为 其 正规 子 下 ; 

'B2) KK 的 特征 数 为 2。 这 时 有 KK 二 K(0) 而 0 = 0 +1, F 
ERRA = 8"1， 从 而 给 出 9 =0 十 1， 因 此 9 二 0 十 3 而 
66 Ni。 这 时 至 互 是 zx 在 TU。(K, f) 中 的 中 心 化 子 。 采用 B1) 中 

O MRR, vF Ut 的 限制 就 是 TU。(Ki, f) 的 一 个 变换 , 其 
BHRT NOÉ A $ 4 的 条 件 (7) 和 (8); 此 外 ,这 个 秆 类 似 变换 的 
RF ALEK NE RARE 07 = AOA, 由 此 推出 . 

' Dh + LCA + 8) + (8 + N)4 = 0. (30) 
:每 BD 中 一 样 ,我 们 推出 已 与 TU。(Ku h) 中 其 自 同 构 及 乘 子 
“适合 条 件 (7),(8) 及 (30) (RHF v 的 6 Ki) 的 牢 类 似 变 


换 所 租 成 的 子 李 同 构 ;这 个 硬 包 有 MM UKo h) 作为 其 正规 子 


mo i 


1) 如 果 有 pr = BE Ki, DURA E” = pmEp 对 EEK 我 们 就 一 定 有 E= 
EU S} E EK: Ti uE Ka MU = pe, B” = B, BIB = uu”, 于 是 6 = uB 
= up. à 
34 。 
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515. 可 换 的 对 射 变换 
”我 们 已 烃 定 义 过 一 个 直射 变换 与 另 一 个 直射 变换 或 一 个 对 射 
变换 射影 可 换 的 概念 ($4 ZE 59), BER PHY EAE R E” EL 
HIER, pb 就 是 E 的 一 个 直射 变换 ; 我 们 说 对 射 变换 9 和 
纱 射 影 可 换 ， 如 果 p7p TL, CR) 中 的 一 个 牛 对 合 ($ 3 )， 换 车 
:之 ， ,存在 一 个 YEK 使 得 对 一 切 x€E 


PUE) = (pe))Y. GD' 
RARE ARRET PAY MIRE, DEAR, DEXIA ` 


RE RARES TEEN FHR: WREE u (或 对 射 变 
换 0) 与 两 个 对 射 变换 o, p 射影 可 换 ， 它 就 与 起 射 变换 py 射影 
可 换 ; 如 果 直 射 变换 * 与 直射 变换 ” 及 对 射 变换 射影 可 换 , 宪 就 
与 对 射 变换 p v 射影 可 换 ;最 后 ,如 果 对 射 变换 峭 与 直射 变换 v 及 
对 射 变换 9 射影 可 换 , 七 就 与 对 射 变换 pv HETA, 

决定 PTFZ。 中 对 合 的 中 心 化 子 ($ 4 ) 或 PTU， 中 对 合 的 中 心 
化 子 问 题 是 下 面 更 一 般 问 题 的 特殊 情形 ， 以 后 我 们 还 会 遇 到 这 个 
O 榈 题 的 另外 一 些 例子 (第 四 章 $ 8 )。 TERENE uE 
TLO < i € gq) 和 自 反 对 射 变换 pi(1 <j < r), TEMPS 
射影 可 换 ， 求 与 这 些 (1 <i i 之 D 及 ex <j<r) 射影 可 换 的 
TOR v, 前 面 的 备注 使 我 们 可 以 仅 限于 研究 r =0 或 ， r= 1 
丙种 | 情形 (将 ; 了 一 1 个 9; 易 之 以 直射 变换 prp). 

这 样 ; 如 果 天 的 特征 数 大 2, 我 们 就 可 以 应 用 $$4, 13 和 14 
的 结果 而 对 全 对 合 wi 的 个 数 9 用 归纳 法 来 研究 与 这 些 w; 和 9 射 
影 可 换 的 v AURRI H (J. Dieudonné[15]), 实际 上 ,可 分 以 下 
几 种 情形 求 考察 u: 

1) m ÈA $13 的 条 性 ; 这 时 (采用 这 一 节 的 记号 ) w;(2 < 
2 全 g) 可 以 看 作 TUw(Ko, fo) 中 的 g 一 1 个 秆 对 合 而 v 可 以 看 作 
TUsn(Ko, fo) 中 与 这 些 w;(2 <i < g) 射影 可 换 的 一 个 变换 , 而 其 
息 同 构 与 乘 子 适 合 $ 13 中 的 条 件 ; 

，2) ma 适合 $ 14 中 情形 B) 的 条 件 ; 将 wi(2 < 5 < g) mé 
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当 的 胡 中 元 来 之 后 可 以 看 作 是 TU,(Ki, fi) 中 的 9 一 工 个 中 对 合 ， 
而 v 可 以 看 作 是 TU,(Ki, fi) 中 与 «(2 SiS gq) 射影 可 换 的 一 个 
变换 ,而 其 自 同 构 与 乘 子 适合 $ 14 中 指出 的 条 件 . 

3) 和 适合 $ 14 中 情形 AL) 的 条 件 ; 如 果 U+ 和 UT 的 维 数 不 
等 , mi(2<i<g) 就 和 一 切 vu€ 已 同样 都 将 这 两 个 子 空间 全 局 地 保 
持 不 变 , 而 除了 关于 v 的 自 同 构 和 乘 子 的 条 件 之 外 ;就 将 问题 化 为 ， 
对 于 每 一 个 空间 U+ 和 UT 的 原来 的 问题 ,但 这 时 只 有 g 一 1 NE 
HA ul Li Kq) T. 如 果 U+ P UT 的 维 数 相等 而 ui = mui 
H2<i< a, 那么 除了 把 日 转移 到 一 个 指数 2 的 子 看 Ho LA, 
和 上 面 是 完全 一 样 的 。 最 后 , 如 果 uu = 一 mu, 我 们 可 以 假定 
uiu, = uu; 对 i 之 3( 如 果 必 要 的 话 ， 就 用 mui RR ui), KA ， 
Mi(DH = UT, za(0-) = U+, wi(U+) = U* 及 wui(U-) = U- 对 
1> 3; WER H 中 一 个 指数 2 ITM 印 ,可 以 仅 限于 vi = uw 
的 情形 ,那么 我 们 有 v(U+) = U+, a(U-) = U-。 于 是 v 对 于 子 
空间 U+ 的 限制 Æ TUCK, f) (其 中 是 f 对 于 U+ X U* g 
限制 ) 中 的 一 个 变换 ， 写 与 w(3 <S i< a) 对 于 UT 的 限制 射影 可 
换 ; 反之 ,可 以 三明 这 样 一 个 变换 不 一 定 能 够 拓展 成 Ho 中 一 个 站 
HER w, 可 是 当 它 属 于 Un(K,f) MAS wl > 3) 可 换 时 是 一 
定 可 以 的 ; . 

4) ual 适合 514 中 情形 A2) 的 条 件 ; AR ui = mui 对 于 
2<i< dy 那么 这 些 必 就 将 空间 UY 和 UT 整体 地 保持 不 变 ,同时 
如 果 将 互 转移 到 一 个 指数 2 LA Ho, 我 们 还 可 以 很 定 ” 也 是 这 
样 的 。 这 时 ，v 对 于 U+ 的 限制 w 就 是 一 个 应 肪 与 w (2 Ki & 
4) 对 于 U+ 的 限制 射影 可 换 的 直射 变换 ; 这 样 一 个 直 计 变换 不 一 
定 能 够 拓展 成 Ho 中 的 一 个 直射 变换 "， 但 是 对 于 属于 GLw(K》 
TES uG > 2) 射影 可 换 的 那些 变换 分 是 可 以 的 . 

, 最 后 ,如 果 m = 一 zara, 仍 然 可 以 假定 uium = uu JÈ i 2 3 
如 果 .r 是 对 应 于 m 的 自 同 构 , 那 么 对 于 xzED0+ 和 yE UY 定义 了 
的 牢 双 线 性 形式 f Ce, y) = flu(x),y) HT RÉ MH UAH 

反 的 。 于 是 , v 对 于 U+ 的 限制 v SRF TUK, f) 而 且 与 
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i(3 Liqa) 对 于 U7 的 限制 射影 可 换 ; 这 时 道 命 题 也 不 永远 成 
立 , 但 是 对 于 属于 U,2(K,f) MAS «CG 之 3) 射影 可 换 的 那些 
w 分 是 成 立 的 。 


516. 特征 数 等 于 2 的 域 上 的 二 次 形式 和 正 交 看 


B RARES A 2 的 域 而 1 是 EXE 上 的 对 称 双 和 线性 形式 ， 
我 们 把 从 五 到 天 中 的 映射 * 一 0(x) = f(x, x) 称 为 与 1 相关 的 
三 砍 形式 ， 我 们 立刻 有 

QQx + uy) = POC) + POG) + Auf(x,y) (32) 
其 中 人 和 上 为 玉 中 任意 元 素 , 此 式 特别 输出 f(x,y) = 1/2(QCx + 
y) —0G)— 0). 反之 ,如 果 从 已 到 天 之 中 的 一 个 映射 9 适 
合 形状 (32) 的 一 个 等 式 ， 其 中 了 是 巨 X 互 上 的 一 个 双 线 性 形式 ， 
.我 们 立即 推出 9(4x) = PO), F 是 对 称 的 以 及 0) = f(x, 
x). 

现在 假定 KK 是 特征 数 等 于 2 R, RIISA E BIKER 

个 映射 9 是 一 个 二 次 形式 ,如 果 它 适合 下 面 形状 的 一 个 等 式 
QG + py) = FOX) + POO) + hpflxy y), G3) 
其 中 了 是 有 X 互 上 的 一 个 双 癸 性 形式 . 这 个 双 和 线性 形式 由 9 完 
全 确定 ,因为 由 (33) 推 出 
f(x, y) = Q(x + y) + O(x) + O(y). (34) 

此 外 , 我们 有 OQ) = POC), Bb f(x, x) = C, 即 f 是 一 
个 交错 形式 . B 2p<n 是 /的 秩 , 并 且 琶 配 是 巨 的 正 交 子 空间 , 则 
E" 是 nm 一 2p 稚 的 。 如 果 以 下 8 对 于 E' 的 限制 ,那么 对 于 x € E’ 

及 y6 E, 我 们 有 
， Alx + ny) = RAGE) + phl). (35) 

但 是 ,一 如 是 从 KK 到 它 的 子 域 K* 上 的 一 个 同 构 上 映射, 因此 
公式 (35) 指 出 如是 从 KK 上 向 量 实则 E B K 上 向 量 究 间 天 中 的 一 
个 对 于 同 构 — 的 第 线性 映射 ;于 是 这 个 映射 的 核 就 是 E 
的 一 个 向 量子 空间 ， 其 维 数 g 7 一 2p， 而 这 个 映射 的 象 M = 
ACE) EKOE K 上) 的 一 个 子 襟 间 ， 其 维 数 为 x — 2p 一 g = d; 


. . DEA 


因此 我 们 有 4 < [KK] ,特别 当天 是 完备 域 时 (这 时 天 等 于 天 7 > 


, 


中 都 存在 一 个 而 且 是 唯一 的 一 


三 0 或 4 三 1;z 一 4 称 为 2 的 区 屋 口 是 在 巨 中 与 本 互补 的 


一 个 2p 稚 子 空间 而 VV 是 8° 中 对 于 ESS F HR A A dE 


子 空间 ;如 果 我 们 在 U 中 取 一 租 辛 要 (ei)i<i<azp《〈 对 于 形式 力 ,在 了 
中 任 取 一 组 基 (ei)zp+1siezpra :而 在 正中 任 取 一 组 基 (ci)2p+rerlci<sy 
那么 Q(x) 对 于 x 二 之 ei&i 的 表达 式 就 是 


2p+4 


QG) = È Cait + BE par + rE + D Gt, 
i=2p+1 
2p+d 


而 关系 式 D asi = o0 HEM E= 0 R} 2p+1<i<2p+a, 


i=2p+1 
RRO 是 非 退 化 的 , 如 果 g = 0; 这 时 2 一 一 2p 称 为 0 的 二 
数 ; 0 称 为 有 亏 数 的 ,如 果 à > 0 OFAR MHEAN E AE 
是 这 个 情形 )， 以 下 永远 假定 二 次 形式 2(*) 是 非 退 化 的 ,于 是 写 
在 配 的 任何 一 个 补 空间 口上 的 限制 都 是 无 亏 数 的 . 

一 个 非 才 向 量 € E 称 为 奇异 的 ， 如 果 9(z) = 0; 五 的 一 个 
FEMV RIFA, aR OC) = 0 对 一 切 xEV; 因 为 0(*) E 
0 在 五 " 的 一 切 点 pe” 0 上 ,所 以 我 们 有 Fn E = {0}, 因此 V 包 
含 在 到 "的 一 个 补 空间 Ei 之 中 ; 根据 (34) ,是 至 迷 向 的 (对 于 形 
Af WE), PEENE <p. RIIE E HYR PANEKE 
数 称 为 2 的 指数 ,于 是 < p, 同时 可 以 选取 一 个 与 8" 互补 的 
FAM ,使 它 包 有 一 个 最 大 维 数 的 奇异 子 空间 ; 以 下 假定 E 是 
这 样 选 定 的 一 个 子 空间 ,我 们 约定 E 中 的 正 交 性 永远 是 对 于 交错 
形式 f 来 说 的 。 那么 存在 和 SI 中 引 理 相 类 似 的 引 理 : 对 于 E, 
中 任何 一 个 奇异 向 量 * 和 任何 一 个 包含 。 ERR P, 在 P 
奇异 向 最 5, 使 得 f(a， b= Ts 
如 果 f(a,c》) + 0, 那 么 方程 ne + a) =0 实际 上 可 以 写成 f(a， 
c)E+ OC) = 0。 由 此 推出 , 如果 将 E 易 作 Ei 而 将 “会 迷 向 ” 易 
作 "“ 奇 异 ”, 那 么 11 中 的 辕 果 1) 和 2) 仍然 成 立 。 我 们 也 注意 ， 
WRV C Ei 是 奇异 的 而 W 是 包 在 VV 在 1 中 的 正 交 子 空间 》 


“38. 


` 


”中 的 一 个 奇异 子 空间 ,那么 了 +W RERRN; 如 果林 RE 


EA 


是 极 大 值 v, IA V? 中 的 一 切 奇 异 向 量 都 含 在 中 . : 

设 E 和 玉 是 及 上 相同 礁 数 的 向 量 空 间 ， 而 * 是 从 F 到 E 上 的 
一 个 同 构 ， 那 么 上 的 形式 x 一 9Cu(x)) 显然 是 一 个 二 次 形式 ， 
ERAM u 将 9 变形 得 到 的 ; 与 它 相 关 的 交错 形式 就 是 f 在 4 之 
下 的 变形 。 两 个 二 次 形式 称 为 等 价 的 ,如 果 窑 们 可 以 从 一 个 变形 
到 另 一 个 ; 因此 宅 们 的 著 相 等 ， 与 它们 相关 的 交错 形式 的 秩 也 相 
等 ,而 它们 的 指数 也 相等 . 

等 价 问题 只 在 少数 情形 解决 了 ; 我 们 局 限于 考察 非 退 化 的 二 
次 形式 .如 果 天 是 代数 封闭 域 , 因为 二 次 方程 在 KK 中 永远 有 解 ,所 
以 我 们 有 p = v; 此 外 因为 4 = 0 或 = 1, 所 以 在 E 中 永远 存在 
一 粗 基 (ei)icicn, 使 得 

QC) = Ent + EE HR nr = 2p, 

QG) = pute + 6062 + Bons n= 2p + 1, 

当 K = Flg ="2) 时 ,中 永远 存在 一 租 基 (ei) ,使 得 

QG) = Efon t + EE + Bon, HR = 2p +1, 

QU) = Efnt t Eoma + Cat + Eia + abh), 

如 果 = 2p. g 
在 第 二 种 情形 a= 0 或 “使 多 项 式 aX + X + atEK ETH 
CE. E. Dickson[1], 197—199 页 )， 因 此 在 第 一 种 情形 d= 1, 
v= p; 在 第 二 种 情形 d= 0, v= p Ro=p-12 MR T 
a 二 0 或 a 大 0. t 

关于 等 价 问题 的 其 它 结 果 , 见 Cahit Arf[1]. 


Qlu(x)) = re(9(z))” 对 一 切 xE€E (36) 


其 中 o = o, 是 对 应 于 4 的 自 同 构 而 ra € K* 称 为 4 的 乘 子 ; 公式 


(34) 指 出 ， 如 果 0 是 无 亏 数 的 ，« 就 景 具 同 一 乘 子 的 柱 牢 类 似 变 
换 。 这 些 个 类 似 变换 粗 成 直射 变换 曹 TL,(K) HAFA, iE 


-TO,(K,9) 证 的 正规 子 酝 GO,(K,0) =TO,(K,0) N GL.(K) 


39 。， 


“中 的 变换 称 为 (对 于 0 的 ) 类 似 变换 ， 而 那些 具 浅 子 1 的 称 为 正 交 
E EHUR GOK, 0) 的 ~- 个 正规 子 于 Os(K, Q), 称 为 (对 
Fo EDER, MH u — 0, 是 从 FO。(K,9) BIK t A FAR 
DFR ENRE I GO(K, 0), ur, ÆA GOK, 9) 
HREM KP LE BORA, IH O,(K,0), AR Za = 
HC GO,(K, 0), 而 位 似 变 换 * 一 xy 的 乘 子 是 y?; TO, 和 GO。 
在 PTL,CK) "JR PTO,(K, 0) 和 PGO,(K, 0) 分 别 同 构 于 
TO/Zz。 和 GO。/Z。。 不 难 验 证 (第 二 音 $10) , 一 般 说 来 0, 的 中 
心 化 为 单位 元 素 , 因 之 0 与 它 在 P La PRIS PO。, 即 它 的 射影 
E. 

对 应 于 两 个 等 价 的 二 次 形式 的 正 交 看 是 同 构 的 ， 而 且 对 于 任 

, 何 akE KK*, 我 们 有 TO,(K, a0) =T0,(K, 0), GO,(K, a0) = 
GO,(K, QY 及 O,(K, aQ) = O,(K, 0). 

B u NEZTE, AEN x(E9) = ET NT E? 的 
MIEREA D , ARE x € 8", 我 们 可 以 把 (u(x)) = 0) ` 
写成 .0(x(x) — x) = 0); 因此 x ENT Er 的 限制 完全 确定 ， 
而 对 于 x € Er, 可 以 设 w(x) = ma(z) + le), EP (x) € E 
mE) EE, TAREN m ERTEM Sp CR) 而 且 OCu(*)) + 
Q(x) EM 对 一 切 xE Ei; 反之 , WE m 具 这 两 个 性 质 , 那么 就 存 
在 一 个 而 耳 是 谁 一 的 一 个 m2， 使 得 a 十 we OK, 0) O. Dieu- 
donnéf 4], 53—54 H), 因此 区 O,CK, O) 可 以 看 作 是 Sppp(K) 中 
使 得 9Cv(x)) + 9(x) EM 的 "对 一 切 € E URFA, An 
MO 是 没有 亏 数 的 ,最 后 这 个 条 件 就 化 为 0(v(*)) = 0( 

当天 是 完备 域 时 ,一 个 非 退 化 形式 9 是 无 亏 数 的 ,如 果 是 偶 ， 
数 ;是 亏 数 1 的, 如果? 是 奇数 。 在 后 面 的 情形 , 恒 O,(K,0) 5% 
SpK) AE, 

MOLATHÉTERN, FRR. Arf} 将 维特 定理 推广 


如 下 
存在 一 个 正 交 变换 #EO,CK, O), 使 得 #(V) = m 的 充分 


必要 条 件 是 对 于 六 和 环 的 限制 是 等 价 的 . 
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ax 


ES 


将 薛 佛 侣 的 证 明 ($ 11 ) 作 如 下 的 修改 朗 可 应 用 到 这 个 情形 : 
在 条 件 (A) 中 , 将 f(z,z) = f(z',z) BZA O) = OG); EE 
明 的 未 尾 ,因为 ,f(a,a) = 二 0, 有 f(a, 68) 二 f(a, b—a)=0, 由 此 根据 
假设 就 推出 0(5 一 a) = OC) + 0(4) = 0。 那么 关系 式 O+ 
.< 十 Cb — a)Ẹ) = 0(z) 就 化 为 
ağ = Oz + e) + OC), 
”因为 夫 0, 所 以 这 个 关系 式 就 将 确定 了 . 
从 这 个 车 果 立 列 可 以 推出 §11 中 的 性 质 3), 4) 和 5) 也 是 成 
、 立 的 ,只 要 将 “全 迷 向 ” 易 之 以 “奇异 ”. 
EX O,(K, 0) EWER Sp, (K) 的 一 个 子 春 ) 中 的 在 延 
F DEFE xz 一 + MG, 4a)a， 其 中 4 应 该 是 一 个 迷 向 向 量 .。 
将 这 个 变换 是 正 交 变换 的 条 件 写 出 来 就 得 到 1+%0()E M. 


tu: 


第 二 章 JUNE AE 


$1. GL,(K) 的 中 心 及 换 位 子 芭 


.本 巨 为 天 上 的 二 维 向 量 空间 。 和 下 的 一 切 态 性 变换 都 交换 的 
HHEH u (H x>1 时) 也 和 巨 的 一 切 平 延 相 交换 〈 第 一 章 $ 2) 
四 之 互 中 一 切 直 和 线 都 保持 不 变 ， 在 瑟 中 取 一 组 基 就 可 推出 “是 位 
似 变换 ,这 就 征明 了 GL。(K) 在 FEs(K) 中 的 中 心 化 子 是 位 似 变换 
所 租 成 的 车 妃 '; 这 个 命题 当 n= 1 时 是 显然 的 。 
Mn>26, RIHER GL,(K) 中 的 平 延 所 生成 的 GL,(K) 


HPR SL。(K) 称 为 ( 体 K. 上 ,7 Sea ER ZAR: 


实 的 证 朋 写 成 以 LS: ; 

a) SEM GL,(K) Fin ARET AE DTA MIA PE — À 
重 ， 我 们 姨 明 每 个 矩阵 4 可 以 按照 下 面 的 办 法 写成 一 些 平 延 和 一 
人 伸缩 变 换 的 乘积 。 以 工 表单 位 矩阵 , 而 以 Ey 表 除 i 行 j 列 的 … 


元帝 是 1 之 外 其 余 的 元 素 都 等 于 0 的 矩阵 ， 合 BG) = 1 + AE 
GEDE D) = I + (p 一 Em; BC) 是 一 个 平 延 的 矩阵 
TOC) MARRAINE, 注意, 矩阵 BO) 4 系 由 4 将 


RUE j TARA à 再 加 到 第 i 行 而 得 到 的 ; 如 合 Pi = Bij(1) 
Bi( 一 1) BaQ), MI Pii4 采 将 4 的 第 i 行 易 之 以 第 j 行 而 将 第 j 
行 易 之 以 改变 符号 之 后 的 第 i 行 而 得 到 的 ， 借 助 于 这 些 吕 胃 就 容 
BER, FATRE 4 都 可 以 表 作 4 = B- Du), 其 中 B 是 
SL,CR) 中 的 一 个 矩阵 而 且 是 一 些 矩阵 BC) 的 乘积 (分 解法 当 
然 不 是 唯一 的 ;参看 工 . E. Dickson[1])。 我 们 顺便 指出 将 SL,(K) 


“ 中 任意 一 个 变换 分 解 成 平 延 的 乘积 时 所 需要 的 项 数 的 最 小 数 是 


“#2: 


re 


n, 如果 这 个 变换 不 是 伸缩 变换 ; 而 在 相反 的 情形 ， ATRE ` 


.n+1(. a 


b) 其 次 我 们 证 明 芥 SL,(K) 永远 包 有 GL,CK) RTE, 
REX, GL./SL, EFSER, 因为 对 于 每 个 是 一 些 BO) 的 乘 ， 
积 的 矩阵 B, Du) BY MARIEI B + D(u) (而 B'ESL,), 


-所 以 由 a) 就 推出 只 需要 证 明 DOUTE) € SL,CK), TERP 


DGA) = DA) (D(a), 因此 只 需要 证 明 同 一 类 (第 一 
章 $2) 中 的 两 个 伸缩 变换 在 SL,(K) PRE. 这 容易 从 以 下 两 
点 注意 推出 : 

19 AT EH T SET 0 的 向 最 AU 6, 总 存在 一 个 平 延 或 两 
个 平 延 的 乘积 ,将 4 变 到 6 ; 

2° TPS TPE H 和 Hi 以 及 一 个 饶 不 舍 在 H PATA 


,在 H 中 的 向 量 a, 总 存在 一 个 将 。 保持 不 变 而 将 Hi 变 到 H R 


延 ; 
c) 任意 两 个 平 延 永 远 在 GL,CR) 中 共 腕 ， 因 此 任何 一 个 将 


-GLs(K) 映 到 一 个 阿 倍 尔 奉 上 的 同 态 映 象 9 一 定 将 平 延 变 到 同一 


元 素 c。 因为 Bu(2) Bz(p) = Bu + 四， 所 以 只 要 及 中 存在 两 
MERR AFL, 使 得 2 十 u E0, MRE K 一 Fao, 我 们 就 有 
P= 6, 因此 6 为 单位 元 素 . 如 果 天 =F: 而 >> 2， 那么 具 同 一 起 
平面 的 五 的 平 延 ( 加 上 单位 元 素 ) ARTE TH) 与 Ko-! 同 构 


第 一 章 § 2), 而 这 个 好 含有 多 于 两 个 元 素 , 于 是 考察 T(H) 中 两 
.个 相 腊 的 在 延 的 乘积 在 0 下 的 象 ,也 可 以 得 出 结 花 呈 一 a.m 一 2 


而 KK = F, 是 例外 情形 ， 这 时 我 们 有 GLAF) = SLF) (因为 
这 时 没有 异 于 单位 元 素 的 伸缩 变换 存在 ) 而 这 个 价 与 对 称 价 6 同 
构 , 因 而 是 可 解 草 ,于 是 寂 与 它 的 换 位 子 芥 不 同 . 

所 有 变换 uE SL, TORRES [ZH ARERR O. 
Dieudonné[19]) , 除 # = 2, K = F, 这 个 例外 情形 ;当天 交换 时 ,这 
是 代数 李 村 里 一 个 一 般 定理 的 特殊 情形 (C. Chevalley[2],122 页 )， 


,同时 如 果 考 碟 到 + 的 特征 依 性 贰 ,那么 | ©] + 上 这 个 数 撑 可 以 波 
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小 (K.Shoda[1,2], H. Toyamaf 11), 

DCR K MAETR, ANT n >2, WE 
GL,(K)/SL,CR) SFR K*/C BHG. Dieudonné[1]). 当天 
交换 时 ， 应 用 行列 式 的 存在 :性 所 提供 的 从 GLa(K) 到 K* 上 的 表 

示 , 可 以 立 齐 推出 这 个 定理 ， 在 一 般 情形 ,对 于 每 个 上 = 级 可 逆 矩 阵 
A, 也 同样 求 确定 本 K*/C 中 的 一 个 元 素 det (4)， 仍 称 为 4 的 行 
列 式 ,使 得 映射 X 一 det(X) 是 从 GL,CK) 到 K* 上 的 一 个 表示 而 
也 的 核 是 SLACK); 这 样 ,前 面 所 宜 布 的 定理 就 证 明了 .为 了 定义 ， 
det (4) ,我 们 对 施用 归纳 法 . 假定 9 是 从 K* 到 天 */C 上 的 自 
BREST; nE A = Ca) 而 an 天 0, 我 们 将 4 的 第 i 行 左 磁 以 一 些 
适当 的 元 素 之 后 分 别 加 到 指数 A ;的 那些 行 去 ， 从 而 得 到 一 个 矩 
律 B 使 它 的 第 一 列 只 有 一 个 非 零 系数 an; HZ RATE 

det A = qp((—1)’tan) det (Ba), 

而 以 Ba 表 将 了 的 第 一 烈 和 第 i 行 划 去 之 后 所 得 的 矩阵 。 对 > 施 
ATIRE T AREI , AE A BOB CHE a 天 0) 指 数 i 的 选取 
用 BaQ) AREA HAE det (4) 的 值 ,并 且 用 一 个 将 4 的 某 
.一 行 堪 乘 以 而 得 的 矩阵 代替 4 就 等 于 将 det (4) RIA plu). 如 
S A = BD(u) Ti BALE B;(X) 的 乘积 ， 那 么 从 上 面 这 些 
性 质 就 可 以 推出 der (4) = 9(A; 于 是 立刻 可 以 推出 区 一 det(X) 
是 GL,(K) F K* 上 的 一 个 表示 其 核 为 SL,CK). 

_ 从 上 面 的 讨 花 也 可 以 推出 ， 如 果 一 和 于 是 巨 中 两 个 维 数 相同 
的 向 量子 空间 , 那么 总 存在 一 个 变换 uE SLK) EE uV) =W. 


$2. & SL,(K) 的 构造 


在 $ 1 开始 所 给 的 证 明 同 时 也 证 明了 SL,(K) 在 TL,(K) 里 

的 中 心 化 子 仍然 是 位 似 变换 所 租 成 的 地 万 ,， 于 是 5L,(K) 的 中 心 

BER SLK) ni Z。, 写 由 行列 起 (在 $ 1 的 意义 下 ) 为 K*/C 中 音 

位 元 素 的 中 心 位 似 变换 * — xy 所 租 成 ; 换 寺 之 ， 旋 由 中 心 位 似 变 

换 x 一 xY, W y" 属于 K* 的 换 位 子 便 C 者, WR. SLeK) 对 

于 和 中 心 的 商 硬 同 构 于 5L,(K) 到 一 般 射 影 便 PGL,(K) 中 的 自 
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RAER PSL,CR); 我 们 称 PSL。K) 为 ( 体 K 上 个 变数 的 ) 特 
ANETE ARNE. 

”为 了 研究 PSL。(K) 的 构造 ,我 们 分 别 考察 >> 2 入 二 2 两 
种 情形 . 

A. n>2, 这 时 各 PSL,(K) ARLE. Dickson[1], j: 
Diengoenc nls M. Abel 11), 证 明 可 以 简 述 如 - 下 : 

. a) 首先 我 们 指出 ， wn > 2, 那么 任意 两 个 和 在 SL, (K) 
PAE; ERE, 宅 们 在 GL, (K) FERMA, 而 且 显 然 对 于 任 
何 一 个 平 延 :w，GL， 中 都 存在 一 个 与 # 相交 换 而 行列 式 之 值 任意 ， 
的 变换 (参看 第 一 章 $ 2). | 

H TRER SL,《K) 的 一 个 不 包含 它 的 中 心 的 正规 子 侍 G 与 
SLn(K) E, REREN GUA- AFERE T 

b) # uE Gi u REHE SLa 的 中 心 之 中 ， 那么 至 少 有 一 个 不 
H u 交换 的 平 延 > 存在 ,于 是 w = (ou to) u = vu ou) 是 两 
PEZE wm = o, vi = uvu 的 乘积 ,而且 异 于 单位 元 素 ， 同时 属 
FG 如 果 wa 和 分 别 是 m 和 zw 的 直线 上 的 向 量 , 那 么 对 于 一 

LEE, wz) 一 * 都 属于 wm 和 (ao) 所 生成 的 维 数 < 2 的 子 窒 

LE 另 一 方面 , wm 和 02 的 起 平面 的 交 井 不 等 于 0, Ae wE 
将 一 个 向 量 6 0 保持 不 变 ， 

这 样 ,如 果 包 是 一 个 平 延 ， 那 么 定理 就 证 明了 . 在 相反 的 情 
JB, HE w HAF ZE PR AU w RIRE.. 从 
a ARE ANERE, eo A JF DL A Do UP IE 9 AE DTA 
成 的 陪 倍 尔 区 T (H) 的 中 心 化 子 . 实际 上 ,这 个 中 心 化 子 是 T(H) ， 
5 SL, 的 中 心 的 乘积 (第 一 章 $ 2), 我 们 容易 验证 , 如 果 这 个 草 的 
一 个 变换 不 属于 工 (B) ,那么 它 就 不 使 任何 E 0 的 向 量 保持 不 变 . 
因 之 存在 一 个 平 延 € TH) 使 得 ww ss 因为 wiw™ € T(H) 3 
BE wiw = n AF TH) 而 且 不 等 于 单位 元 素 ; 可 是 6 G6， 


、. 这 就 证 明了 定理 . 


B. a 一 2. 这 时 看 PSL:(K) EEM, RJE K = F, R K= F 
(L..E. Dickson[1], K. Iwasawa[1], J. Dieudoané[ 1, 2], M. Abe 
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TI1] ,华罗庚 [8]) . 一 般 喜 来 ,任意 两 个 平 延 不 见得 在 SLK) 中 共 
M, RSC DEN, RUES KR* 不 是 由 K# 中 的 平方 元 素 ( 郎 K* 
中 的 元 素 的 平方 ) 所 生成 , 就 一 定 有 两 个 在 SLK) PATES 
延 存在 . 然而 ,因为 B02)== P 5 Ba(—2) P 3, DFA EE SLK) 
H—NEMTEÆ G = SL:(K) , 根据 $ 1 的 结果 , 只 要 证 明 所 有 的 
ZERE Bu) 都 属于 G. 

B1) LEKTER F, Fa, F 三 者 之 一 , 并 假定 U = (3 B 
EG HARAT OAE. 

a) BE B 寺 0, 我 们 总 能 够 找到 一 个 使 得 BaQU Br Q)= 


一 (48 ). 于 是 可 以 假定 a = 0, 我 们 确定 一 个 短 障 VE SL: ii 


,UV 和 VD 的 第 一 列 分 别 为 ef 和 ew 的 形状 Ces 是 基 中 的 第 一 个 


` g (VB E qy ; 
向 量 ), 从 这 些 条 件 便 可 看 到 六 一 (一 ?7538 77”) 且 具 条 件 

i p&r) = 1. GD 
HAMM Ui = uv uv 属于 G 而 等 于 (8 和), 此 地 o = ne, 
0 = BTE Byny™; 由 此 推出 矩阵 wiBu(a) Ur'Bu(— u) = 


(PTE) ame G. A FERRENT LUE K* 中 选取 


“6, 和 使 得 (1) 成 立 而 pup 一 上 可 以 在 天 中 取 任 意 值 ， 当 天 


、 交换 时 ,条 件 (1) 可 以 写作 6 = 1, 同 时 有 ppp tu = (81); 


这 个 元 素 可 以 取 任意 值 ,只 要 中 至 少 有 一 个 元 案 使 得 6 大 1; 
丁当 及 是 交换 域 同时 又 不 是 F.，F;，F, 三 者 之 一 时 ， 这 永远 是 可 
能 的 。 

在 下 面 我 们 假定 天 是 不 交换 的 . 

b) 首先 二 明 可 以 取 6 = 1 WTZ pE K* 使 得 ppp' 一 一 np 六 0 


如 果 不 然 ， 我 们 就 会 有 PEZ 而 E = BE ByE y 对 一 切 


ECK* 首先 取 56€ Z*， 这 就 得 到 € = 1 对 一 切 6€ Z*, 因此 


“2 二 FF 或 F;。 对 于 到 中 适合 唯一 条 件 € + y 0 Enr, 


从 后, 天 和 (十 办 都 属于 Z 就 推出 En + EEZ, 从 这 里 很 容 - 
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易 推出 和 7 所 生成 的 体 ZE. 办 在 Z 上 的 次 数 顶 多 等 于 y AH 
Z 是 有 限 域 ,所 以 这 个 休 也 是 有 限 的 ,因而 是 交换 的 。 由 此 推出 K 
是 交换 的 ,但 这 个 情形 已 经 除外 了 . 

c) 于 是 我 们 就 证 明了 总 存在 一 个 平 延 pieoe< G( 而 #0). 
对 于 这 个 和 矩阵 行使 上 面 对 于 忌 所 行使 的 那些 运算 , RIT AM 
m= ETTA E P u ES ppo ™ — p = Epps Ego 一 上 等 于 1. 实 
际 上 ,考察 域 Zu), WÈ ZM). + Fa F2 F;， 我 们 可 以 取 
EE Z(m) ARE EL, 于 是 只 要 再 取 一 (6 一 D) 一 就 行 了 . 如 果 
多 (jw) 二 下, FF; 或 F;， 那 么 它 在 KK 中 的 中 心 化 子 就 不 能 是 它 自己 
《否则 KK 就 是 交换 的 ), 这 时 在 它 的 中 心 化 子 中 取 使 得 1 天 1 再 
Hu = (Et RTT. 

d) 我 们 已 经 姓 明 了 B:(1) EG, 最 后 我 们 证 明 CD EG 对 
EK. 为 了 证 明 这 一 点 , ENT BoC) 行使 上 面 对 于 器 所 
行使 的 运算 。 假定 N 是 ZO) 在 K 中 的 中 心 化 子 , MEME 
就 包 有 ZA. 同时 我 们 看 出 N +F, FRE, DS D) 中 一 样 
E = 1 不 能 对 于 一 切 EE N° MURS ID € € N° HEAR Et E 1, 那么 
REER p =A 一 1) 卫 ( 它 与 1 和 都 可 换 ) 就 行 了 

o) 剩 下 还 需要 研究 短 MU 中 B= 0 的 情形 ， 如 果 Y € 0, 我 
们 就 用 属于 G 的 PaUP 了 = (8 TY) U. 如 果 B 一 7 一 0, 因 为” 
UH SL, 中 ; 我 们 一 定 有 p8) = 1, 那么 就 有 BDU Bal(p)= 


一 (8 PE 4), 这 就 化 为 情形 a) 除非 26 = op 对 一 切 &EK; 但 
这 时 推出 a = 6 而 a€ Z*， 这 与 G 不 包含 在 SL2(K) 的 中 心 之 中 
这 个 假说 相抵 蚀 . 因此 当天 不 是 Fs, Fa 和 Fs 时 :征明 联 完 成 了 ， 


B2) 如 果 = Fy, $ 中 一 样 可 以 候 员 口 一 (8-8). m 
采用 DPS, BE = 六 ,这 时 有 办 一 ia Bl oh 首 
SERR 820: 因为 六 一 土工 对 天 中 一 切 760, TARP = 一 1， 


Ui 是 一 个 矩阵 — Bulu) T u +0,84 Ui = Bu(2p) W 2p #0, 
同时 Bu(2p) 的 诸 方 短 就 是 一 切 短 障 BaQ), AEK, WR 3 = 0， 
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E AH TA TOR, ED ' 
Balp) BaQDU BX (DU BE Ce) 
都 属于 G 而 且 等 于 
< 1 一 Br Ba j 
2 — Bu — Bu 1+ BX + Bru”? 

取 Blu 1, KAEKEHE LEAT HT 
元 素 就 等 于 一 (2 + XP), TEEF 一 1 或 一 3。 这 就 化 为 考 
寨 过 的 第 一 个 情形 了 , 因此 我 们 知道 PSLE) EMA CEA HI 
章 $8). j 

B3) 剩 下 还 需要 考察 例外 请 形 F, 和 Fs。 ARK, A 
GL, CF) 的 阶 等 于 

a — (gq — 4)- 2° Ca" — ag"); 
实际 上 ,只 要 注意 这 个 数目 等 于 向 量 空间 F? 中 所 有 基 的 个 数 就 够 
T. Æ GL,/SL, 与 具 g 一 1 个 元 素 的 全 FF? 同 构 ,因此 SL,(Fs) 
的 阶 是 ” 
(和 一 1)(9 一 人 0 一 qq 

SL, (Fi) MODS FE 中 单位 元 素 的 = 次 根 所 和 组成 的 子 合同 

构 , 这 是 一 个 a MIRR, 而 d 是 g — 1 和 的 最 大 公 因 数 ; 因此 
*PSLA (Fa) 的 阶 是 3 
一 一 有 一 0 

特别 , PSLz(F:) 是 一 个 6 Bis PS L:(F;) 是 一 个 12 BAM, 
ZMORETE (SRE SS), 除 这 两 个 例外 情形 ， 
PSL。(CR,) 租 成 一 类 《〈 依 顿 于 两 个 套数 > 和 49， 而 9 是 一 个 素数 
HR AT DL (BA L. E. Dickson[ 1], 309—310 页 ). 

最 后 我 们 再 指出 ， 本 节 中 的 推理 同样 也 证 明了 GLK) 的 
不 属于 中 心 Z。 的 任何 正规 子 尾 都 包含 么 模 硬 SL,(R), 除非 . 
PSL,(K) FEH, 


$ 3. BRMERTRFE 


” 以 下 除非 另 有 声明 ,我 们 永 壕 假定 西 便 U,(K, D OEM 
“48 LS 


# 


《特征 数 夫 2 的 域 上 的 ) 正 交 创 作为 特殊 情形 。 并 且 永 远 假定 222 


贾 当 天 的 特征 数 为 2 时 , f EAER. 


ARR U,K, f) FEER (WEL, WR f 不 是 交错 形 . 


RD ,那么 除了 本 OE) EMALA, ERD GE 


512) 所 生 友人 Dicudonnéf 16]); 证 明 的 想法 是 对 于 用 归纳 法 ; x 


| Fu U,ÂUE 中 的 一 个 非 迷 向 向 量 *, 黄 个 向 量 x(x) 一 x 和 wx) 十 x 


之 中 (当天 的 特征 数 E 2 时 ) 至 少 有 一 个 是 非 迷 向 的 , 因 之 有 一 
个 对 于 与 这 个 非 迷 向 向 量 正 交 的 超 平面 的 拟 对 称 将 * 变 到 wx(z) 或 
一 u(x); 在 第 二 个 情形 , 另外 一 个 拟 对 称 即 将 一 x) ER ule), 


因此 永远 存在 拟 对 称 的 一 个 乘积 :使 得 sw 将 x 保持 不 变 ， 并 且 


可 以 将 宪 看 作 是 与 x 正 交 的 超 平 面 中 的 西 变换， 由 此 即 可 推出 禧 
M. 天 的 特征 数 = 2 的 情形 的 研究 比较 组 致 . 我 们 还 可 以 证 明正 
LR OK, f) 中 每 个 变换 顶 多 是 # 个 对 称 的 乘积 (E. Cartan[2], 
J. Dieudonné[4], P. Scherk[1]); EMAR UK) 中 每 个 变换 顶 ， 
多 是 = 十 1 个 拟 对 称 的 乘积 (J. Dieudonné 19]), 3 Wi 当然 
是 例外 ,而 最 大 值 # 十 1 可 以 达到 . 

的 反 自 同 构 显然 将 K* 的 换 位 子 春 C 《全 局 地 ) 保 持 不 变 ， 
AIER PHAM KC 的 一 个 对 合 性 自 同 构 《 我 们 仍 把 它 记 作 
D. 从 上 面 的 结果 很 容易 推出 ,对 于 不 是 正 交 茜 的 西 开 而 苔 ,这 个 


， 淖 里 每 个 变换 行列 式 的 形状 都 是 yy 而 YE K*/C。 至 于 正 交 
看, 同 祥 看 到 每 个 正 交 变换 行列 式 都 等 于 +1 (EF $ 13). 


EY U,K, 了 有) 在 FL。(K) 的 中 心 化 子 中 的 每 个 变换 与 - 切 
拟 对 称 都 交换 ， 因 此 将 一 切 非 迷 向 超 平面 保持 不 变 ; Ee 
西平 延 交 换 ( 当 西平 延 存 在 时 ), 因 之 亦 将 一 切 迷 向 直线 保持 不 变 ， 
这 就 姓 明 了 , 当 U。 不 是 正 交 看 时 , UK, f) 的 中 心 化 子 就 是 位 似 
EAM H, 因此 U, 的 中 心 是 U。m Z。， 写 由 一 切中 心 位 似 变换 
iay 具 性 盾 .y1y = 1 省 所 租 成 . 


至 于 正 交 车 0,(K, f), EPLF IRE H, Æ n D 3 这 . 


O 可 以 从 上 面 的 转 果 和 下 面 这 个 引 理 推 由 : 


EE 


1) n3, E "P ERETT ERE AU. 


t i 


CS 


rr 


实际 上 ,如 果 * 是 一 个 类 向 向 量 , y 是 一 个 与 x 正 交 但 不 与 * 
， RAKHE, z 是 一 个 不 与 + 正 交 的 非 迷 向 向 量 ;, 那 么 由 * 和 x 所 
确定 的 平面 及 由 x 和 -十 = 所 确定 的 平面 就 回答 了 我 润 的 问题 。 
PITERS O.(K, f): R (cu e) 是 E 的 一 租 正 交 基 . 
如 果 K( 其 特征 数 关 2) 中 元 素 个 数 大 于 3, 那么 就 存在 一 个 «€ K* 
-使 得 e1 十 cxx 不 是 迷 向 向 量 ; 0, 在 TL; 的 中 心 化 子 中 的 一 个 元 素 
u ERRAI et ea 的 直线 保持 不 变 ， 同 时 也 将 坐标 加 保持 
FE, ZRET ule) = eyi ule) = evil o = ap, 其 中 
p=yvr Co 是 KK 的 对 应 于 4 的 自 同 构 ). 注意 ,至 多 有 两 个 aG K* 
使 得 e 十 eza 是 迷 向 的 。 如 果 K* 至 少 有 6 个 元 素 , 那么 就 存在 
MAX a, BE K* 使 得 ce1 + ea, el + eB 和 el 十 eap WERE 
迷 向 的 ; 写 出 a = au, B° = Bu 及 (ap) = (ap)p BITH = p, 
-HHR 上 = 1, 于 是 a = a 除 可 能 对 于 K* 中 2 个 元 素 之 外 ; 
可 是 如 果 不 是 单位 自 同 构 ， 那 么 K* Bt o 保持 不 变 的 元 素 所 
狙 成 的 子 醒 的 指数 顶 多 是 2, 因此 如 果 玉 至 少 有 7 个 元 素 , c 就 是 
单位 自 同 构 而 e 就 是 一 个 位 似 变换 。 当天 = FH, 这 个 结果 仍 ， 
然 成 立 , 因为 这 个 域 没有 异 于 单位 自 同 梅 的 自 同 构 ， 当 K=F, 时 
$ 需要 分 别 研究 情形 fCeise) = fCerser) 和 fle1, ei)=— fles, e2); 
“在 第 一 个 情形 , 指数 = 0, 因 之 没有 迷 向 向 量 , 于 是 x 必需 是 一 
个 位 似 变换 ， 在 第 二 个 情形 ,» = 1, 这 时 华 标 轴 是 中 仅 有 的 非 
兴 向 直线 ,而 OCF, f) 是 一 个 4 阶 的 网 倍 尔 草 ( 贡 个 2 阶 循环 车 
的 乘积 ), 它 是 它 自 己 在 TL2(F,) = GLF) 中 的 中 心 化 子 。 


54. 要 U,K, f) HE 
“Cf 是 指数 > 1 HER, EXARH) . 
， I. &T,(K,F) 
在 研究 丁 获 的 构造 时 ，v > 1 和 wv = 0 (网 $ 12) 这 两 个 情形 
有 些 不 同 , 办 此 需要 分 别 来 研究 。 在 本 节 和 次 节 中 我 们 永远 假定 
>” z21、 因 为 正 交 莘 已 经 除外 ， 所 以 U,(K, 了) 中 存在 西平 延 。 我 
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们 假定 形式 1 是 反 厄 米 特 形式 ， 这 个 假定 无 损 于 一 般 性 (第 一 章 
$ 6) ,于 是 西平 延 的 形状 是 x 一 x 十 afla, x) ,其 中 。 为 六 向 向 量 


,而 4 为 对 称 元 素 (第 一 章 $12)。 以 了 ,(K, f) 表 由 西平 延 所 生成 


的 UCK, 用 的 正规 闻 草 ,要 研究 了 ,(K, 有 的 构造 ,需要 利用 下 面 、 
ADRIE: 
D HEK TARAM T 1, RIK EE RRIETA 


ÈZ © HO. Dieudonnél 131). RE JEU, S BREK 
的 一 个 子 域 而 天 是 5 ZATE K, 
至 少 含有 一 个 迷 向 向 量 的 非 迷 向 平面 称 为 双 曲 平面 ; 这 时 存 


， 在 两 个 迷 向 向 量 * 和 2 ME AIRE SA UE A ET Fla, 
. 及 = 1 第 一 章 $11)， 此 外 ， 由 Un PEEXARARRIEH, 
， 在 一 个 双 曲 平面 中 至 少 存在 三 个 相 异 的 迷 向 向 量 . 


2) Mn D 3 时 ,每 条 非 迷 向 直线 午 是 两 个 双 曲 平面 的 交 、 
ET TN LE UN LEE et LL LEE 是 多 
不 与 又 不 与 》 正 交 且 不 属于 通过 * 和 的 平面 R 的 一 个 向 量 ; 


这 样 一 个 向 量 是 存在 的 ， 因 为 如 果 存 在 一 个 与 x* fn y 正 交 而 且 不 


属于 了 的 向 量 +*， 只 要 在 由 x 和 # REFERERER 
与 x 又 不 与 + 共 线 的 向 量 作为 x EU; 在 相反 的 精 形 《这 只 能 在 


三 了 时 发 生 )， 如 果 是 一 个 与 x 正 交 而 不 与 》 HEAR, 仍 
可 在 由 * Fi e 所 决定 的 平面 中 选取 一 个 钱 不 与 x NAS 2 共 线 的 
向 量 作为 z. 于 是 由 7 和: 所 决定 的 平面 9 是 个 双 曲 平面 而 且 包 


£ 含 三 个 两 两 都 不 共 线 的 迷 向 向 量 y, yi ;因而 至 少 这 三 个 向 量 之 
' 中 有 两 个 向 量 不 与 x EX, E015 x 所 确定 的 两 个 双 曲 平面 就 回 


答 了 我 们 的 问题 . 
性 盾 2) M FIEZÆR O,(K, f) (K 的 特征 数 A 2, v > 了 D 仍 然 


Rat BRIE K = F, ifi n = 3 (J. Dieudonné[4], 30—31 页 )。 

” 3) i a 和 4 是 其 个 不 共 线 的 迷 向 向 量 ， 那么 总 存在 一 个 变换 de 
ue Ta I ula) ETES Ria, E0, WA p= (f(a， 
iman =at bu 迷 向 ， FEFE x — x 十 cf(c, x) PS 


este 


ARE, Hu f(e, b) = 0, 那么 a。 和 所 决定 的 平面 就 是 双 迷 向 
FE, BE x 之 3 同时 存在 一 个 向 量 x 使 得 f(a, z) E0 及 (6、 
2) £0; 由 上 和 zx 所 决定 的 平 硬是 双 曲 平面 而 卫 包 有 一 个 不 与 “ 
ARMOR i, 因 之 不 与 5 正 交 。 医 为 f(a, a) E0 R filas 
E) 天 0, 这 就 化 为 前 面 一 个 情形 了 ， 

Mn 2 时 ,也是 一 个 双 昌平 面 ;我 们 可 以 在 这 个 平面 中 选取 


两 个 迷 向 向 量 el， ea 作为 基 而 fer e) = 1， 对 于 这 租 基 ( 和 S$1 


中 的 本 号 ) 而 襄 : 
4) RTK, f) 由 西平 延 Ba(2) 和 Balu) 所 生 记 (此 地 2 和 
上 跑 过 KK 中 对 称 元 素 的 集合 ). 首先 我 们 指出 z= ea + eB 是 迷 


向 向 量 的 条 件 可 以 乱 作 aB — B'a = 0, 因 而 当头 0 时 可 以 穴 作 
ap 二 是 对 称 元 素 ; 于 是 平 延 Bul aB”) 就 将 * 变 到 一 个 与 共 


RATE, PEROU * 的 每 个 平 延 都 破 Bi( 一 apB-) 变形 为 形状 
Ba) 的 一 个 在 延 ,由 此 即 推出 本 引 理 . 

从 这 些 引 理 首先 可 以 看 出 ，T。 的 中 心 是 7, 5 GLs(K) 的 中 
心 的 交 Ws = Ten Z。。 实 际 上 ,7T。 中 与 Ta 的 一 切 平 延 都 交换 的 
变换 一 定 将 每 条 达 疝 直线 都 保持 不 变 ， 因 而 将 切 双 曲 平面 保持 
不 变 ; 由 引 于 2, 知 如 果 。 > 3, 了 就 将 每 条 直线 都 保持 不 变 。 当 
n= 2 时 ，T。 的 中 心中 的 变换 应 该 与 平 延 Bu) 和 Ba C) 交换 ， 
这 就 是 说， 它 的 短 障 形状 是 (8 ly) T ak = Xm)! 对 中 一 
YRKER. 引 理工 指出 , “属于 天 的 中 心 ， 除 非 及 是 特征 数 


天 2 的 自 反 体 而 集合 5 与 K 之 中 核 Z 一 致 。 但 在 这 个 情形 ,矩阵 


Ba() 和 Bala) 中 的 元 素 都 属于 Z ,因此 依 引 理 4 T 中 每 个 矩阵 
的 元 素 都 属于 2Z :特别 ， RIESA a€ Z ,在 这 个 情形 定理 也 证 明 
T. 


T,/W, 的 构造 由 下 面 几 个 定理 所 开明 (]. Dicudonnél 13]: 或 


华罗庚 [10]). 


A) 如 果 T/W A, AUX n > 3H T.K, D/W HR 

(对 于 指数 >1 的 一 切 迹 形式 D. -我 们 注意 ， 一 般 说 来 ， 不 见得 本 

PERIE T, PRU; MAUR GIE 3, 如 果 Ta KERFA 
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各 包 有 对 应 于 同一 个 向 量 a 的 一 切 平 延 ， 那 么 就 可 以 推出 旋 包 有 
一 切 平 延 ,因而 就 等 于 T。。 因此 问题 就 化 为 起 明 任意 一 个 不 含 在 
Wa PEU Tv 的 正规 子 便 G 都 具 这 个 性 质 。 B x6E GI u Wa B 
么 存在 一 个 迷 向 向 量 x& E 使 得 * 和 w(x) 不 共 线 (否则 根据 引 理 ' 
2, u 就 是 一 个 位 似 变换 ). 首先 假定 f(x, u(x)) = 0, 这 时 有 一 个 
与 u(x) 正 交 而 不 与 * 正 交 的 向 量 = 存在 ,包含 x* 和 * 的 平面 P 
是 双 曲 平面 ， 因 之 它 含有 一 个 不 与 * HARMAN y. 引 理 3 
指出 存在 一 个 将 x 变 为 以 的 平 延 v 而 ?的 向 量 属 于 P, 于 是 
vu(x)) = ulr), m = vu vu T GT (x) = y, 因此 永远 
可 以 化 为 f(x*, u(x 站 EO 的 情形 。 这 时 设 w 是 向 量 *x 的 一 个 平 

… 延 ,那么 uw 就 是 向 量 (x) ,的 一 个 在 延 ,因而 不 与 ww 交换 。 设 
Dex 和 u(x) 所 决定 的 双 曲 平面 , 则 za = wuwu 属于 G 而 县 


将 平面 2 的 正 交 子 空间 O 中 每 个 向 量 都 保持 不 变 ; 因此 我 们 可 以 - 


du BERTA UK, fi), IE fiT f EO 上 的 限制 ,此 外 ,因为 

加 是 两 个 在 延 的 乘积 , 所 以 ze TAK, h), 及 因为 ui 不 与 ww 相 交 

” A m FRE TAK, 加 的 中 心 之 中 。 根据 假设 就 可 以 推出 G 

ATAK, f) 中 一 切 变换 , 特别 G 包 有 向 量 # 的 一 切 平 延 ， 这 就 
TATEA. 

B) 如 果 体 天 中 元 素 个 数 大 于 25, WE T(K, PILA 是 单 至 


《对 于 指数 之 1 的 一 切 迹 形式 力 : 证 明 的 途径 类 似 于 5$2 中 所 栓 ne 


”的 PSLACR) MON AEREROMENT , ARABED U= (0 h 
是 本 短 阵 的 条 件 。 另 一 方面 ， 平 延 Ba(X) 和 Bala) ERPE 


k aame RENTE: 最 后 我 们 还 要 利用 引 理 和 引 理 4 o. ， 


Dieudonné[ 13], 371—375 Ñ). 


o O RKEÆME, WE J=1 AREA ENEUE . 


"元 来 ;根据 引 理 4, 7;(K, D HEM BG) 和 Bala) 所 生成 ,其 中 
XEK 而 pyEK, HTK, f) 即 是 么 模 村 SLK)。 KR JF 1, 


那么 玉 中 对 称 元 素 的 集合 就 是 天 的 一 个 子 域 Ko， 而 天 是 Ko 的 一 ， 


企 二 灵 可 离 扩张 ;同样 理由 可 以 钼 明 T(K, D EARR SLK). 


从 小 两 个 注意 和 S 2 的 精 果 推 由 ， 当 及 顶 多 仿 25 个 元 来 时 , 除 下 “ 


ia" 


“… 面 的 特殊 情形 之 外 ， TIM KEBAS; 这 些 特殊 情形 是 : 

a) J=1,K=FRXK=F; + 

”b) J#1,K=F 及 KK=F,. 

从 A) 可 以 得 到 竺 论 , 除了 这 四 个 情形 之 外 , à a>2 N, 
Tal Wn ERR. AIER FER: $ 

a) wR =1 EM: X n = 2m > btt, T,(P)/W: EX. 

-FÁ nz 一 4 时 , TKF2/W: 有 一 个 指数 2 AU TA RTTE S 8); 
当 n=2m > 48, T,(F)/W, 4R (L. E. Dickson[ 1}, 94—100 
页; J. Dieudonné[4], 14—16 H). 

b) 如 果 JÆ1 (HF), M n 之 4 时 T:(F)/W, AAR; 
Ts(F1) A—DERRET DT DW D{1}, Hh T/T, 与 对 称 重 
S, 同 构 而 T/W: Æ 3 NIERE; M n 之 3 时 T, E)/W, EAR 
(L. E. Dickson{1], 140—144 Fi), Ê 

此 外 ,上面 的 推理 也 证 明了 U,K, f) PREH E Ar Dr AU 
正规 子 蕾 一 定 包含 区 T(K, f), RE T/W, FERME, 


” 55. RUK, f) 的 构造 
Cf 是 此 数 > 1 WER, ERER) 
IL &U,CK, f)/T,(K,f) 


.如 果 不 在 K 上 或 f 上 再 附加 一 些 假 设 ( 除 f 的 指数 >> 工 这 
个 假设 外 ), 我 们 就 不 知道 至 U,(K》 有 /Ta(K, f) 的 构造 ; 然而 我 
们 也 得 到 了 部 分 灶 果 ,变换 u E U, 床 为 双 曲 变换 ,如 果 它 将 一 个 双 
i 曲 平 面 8 EZAM Q C 它 的 稚 数 显然 是 — 2) 中 每 个 元 来 

都 保持 不 变 ; 那么 利用 稚 特 定理 ,容易 趟 明 下 面 这 个 引 理 : i 
T 1) 每 个 西 变换 都 是 双 曲 变换 之 积 (. Dieudonné[13], 377H). 
3 TRE f 上 或 K 上 加 上 一 些 特殊 假 疏 带 能 得 到 关于 U,/TA t 
LA | 
` A) HAE > 2( 由 此 推出 = > 4), 则 Te(K， 力 是 Do(K， 
aoi MARIE PTI U,IT, Iii ARE RS/C MT RES 
e s 


《C K* MRTA). Dicudonné[ 13] ,380 页 :或 华罗庚 [10]) 。 
SPAM AT EURE 1) 和 下 面 这 两 个 当 ?， > 2 时 成 立 的 


"HE: 


2) RIE U, 中 对 于 人 的 双 曲 变换 所 租 成 的 


使 得 w(PD = Pa, 
这 两 个 引 理 当 > = 1 而 ”之 SHAFER, 可 是 只 对 于 一 
些 特 殊 的 体 天 〔 特 别 是 特征 数 A 2 的 广义 四 元 数 体 ) 证 明了 定 远 
A). i | 
”基于 同样 的 理由 ,说 有 ( 当 v > 1 时 ) 巨 的 两 个 子 空 间 太 和 了 矿 ， 
而 f 在 V XV 和 WX Ww 上 的 限制 是 等 价 的 ,我 们 也 不 知道 是 否 
存在 一 个 变换 uE 了 ,使 得 x(V) = w. 

B) 现在 假定 体 玉 在 宪 中 心 上 的 欢 数 是 有 限 的 , 那么 这 个 次 
数 就 是 一 个 平方 数 m, SRIENE FK HRA J 有 三 种 可 能 情 
形 发 生 : 

I. J 将 Z 中 每 个 元 来 都 保持 不 变 ， 而 KK 中 对 称 元 素 所 粗 成 的 
ÆR S (在 Z 上 ) 的 维 数 是 mCm 十 1)/2; 

I. JH Z 中 每 个 元 素 都 保持 不 变 , 而 天 中 对 称 元 素 所 组 成 的 
众 间 S( 在 Z 上 ) 的 维 数 是 mm(m 一 1)/2; 

I. J 在 Z 上 的 限制 不 是 单位 自 同 构 , Z 中 对 称 元 素 租 成 一 个 
FR ZM ZE Zu 的 一 个 可 离 二 灵 扩 张 ; 这 时 8 是 Z。 上 m tft 
WRAN. 

在 情形 I HLI, J 称 为 5 第 一 类 对 合 ; 在 情形 1 m, J 称 为 第 二 类 
对 合 ( 如 果 J 交 1 而 且 K 是 域 ,那么 显然 是 后 面 的 情形 ); 我 们 注 
意 , 如 果 是 类 型 I 的 对 合 而 且 ad = 一 a, MNA E> oor! 就 
是 类 型 工 的 对 合 . pa 

这 样 ,如 果 J 是 类 型 工 的 对 合 ,就 有 UK, f) = TaK, DO. 
Dieudonné[13]，379 页 ); 特 别 ,这 个 结果 可 以 应 用 到 六 看 的 情形 ， 
g= = 起， 于 是 我 们 看 到 射影 看 PSPK), B Sp, (K) HE HE 


js 


心 (此 时 字 化 为 由 1 个 元 素 或 两 个 元 素 研 租 成 的 至 , 依 天 的 特征 数 
是 2 或 不 是 2 而 定 ) HARER R K= F, #=2RK=F, 
2 一 2 或 2 一 4 三 种 情形 (L. E. Dickson[1])。 此 外 ， 每 个 辛 变换 
都 是 辛 平 延 之 积 ; 我 们 还 可 以 证 明 一 个 六 变换 顶 多 是 z 十 工 个 广 
在 延 之 积 ,而 这 个 极 大 值 可 以 达到 (J. Dieudonné[19]). 

如 果 J 是 类 型 I 的 对 合 , 那么 根据 前 面 的 结果 可 知 ,U， 中 每 
个 变换 的 行列 式 (5 1) 都 等 于 1; 对 于 类 型 开 的 对 合 ,这 个 精 果 同 
样 也 成 立 ， 因 为 在 这 黄种 情形 我 们 容易 证 明 J 在 K*/C 上 诱导 出 
， ”的 自 同 构 是 单位 自 同 构 。 再 者 ,这 是 当 J 为 类 型 工 的 对 合 时 仅 有 

， 的 已 知 一 般 性 结果 ; 我 们 在 上 面 售 经 指出 ， 仅 当天 是 广义 四 元 数 

体 时 (对 于 5 = 1) 才 有 更 确切 的 结果 .我 们 知道 , 当 # 之 3 时, 工 。 
EU, RFE, TERNER n= 2 时 并 不 成 立 ( 见 第 四 章 
$8), 

M J 是 类 型 II 的 对 合 时 ，Uw/T。 的 构造 几乎 不 知道 ; 这 时 我 
们 只 知道 U, 中 总 存在 行 烈 式 ($ 1) 尖 1 的 变换 (J. Dieudonné[ 13], 
384 页 )。 这 就 引导 去 研究 由 行列 式 = 1 AO PAZ Me DFA IR HO 


“UU#(K, 用 ,可 是 当 K 不 是 域 (而 v=1 时 ) 并 不 知道 ULT, 的 构造 ， 


EKASGZ1MJAÉ1) 时 ， 我 们 有 UIK, f) = TK, f) 
Ca >2), Ra =3 m K = F, MPE. E. Dickson[ 1,3], J. Dieu- 
donné[4], 66 —71 页 ); 在 例外 情形 ， U#/T; 是 一 个 4 阶 的 草 ， 它 
是 两 个 2 MRHAR, 当 f 的 指数 = 0 时 , BULC, f) 也 可 
以 同样 定义 ; 当天 是 域 时 , FE U,/U 与 玉 中 范 为 1 的 元 来 所 租 
成 的 其 同 构 (所 谓 范 是 指 ， 对 于 J RET R DA R K R Ko i 
范 ). 以 AUÏCK,f) BUCK, f) HE G RIRA} «> 2 F PGL,(K, f)’ 
PARR » > 1 而 及 是 域 ,就 有 PULK, DET,(K, 有 /Wo 
RER E, ARREA Sp(F,) 的 阶 是 

| ‘(gq™ 1) QU — 1)g"...(g — Da, 
MER U,(Fa) 的 阶 是 

DIGG — Da Dala + D) 
L. È. Dickson[1], 94 页 及 134 H). 

: +56: 


st 


$6. & OK, F) (KERRIER + 2): ` 
| ; 旋转 至 与 换 位 子 拔 
， BEM u det (u) 是 从 O,CK, f) PÆ {—1, +1} 上 的 一 个 表 
示 , 因 此 行列 式 等 于 1 的 正 交 变换 组 成 OK, f) 的 一 个 指数 2 的 
ERER, RHEE 03(K， 力 ， 称 它 为 旋 更 型; 0, 中 不 属于 


0 的 元 素 称 为 反 转 .于 是 一 个 旋 铺 (或 反 转 ) 是 偶数 个 (或 坷 数 个 ) 


对 称 的 乘积 ,这 个 个 数 永远 可 以 取 为 <z; 由 此 推出， 如 果 = 是 奇数 
(起 偶数 ), 那 么 每 个 旋 业 (或 反 二 ) 至 少将 一 个 夫 0 的 向 量 保持 不 变 . 

”对 于 的 一 个 子 空间 ， 永 远 存在 将 (整体 地 ) 哥 持 不 变 的 
行列 式 为 一 1 的 正 交 变换 ， 除 非 > = 2m 是 偶数 ,v = m 而 了 是 
极 大 锥 数 加 的 一 个 全 迷 向 子 空间 。 由 此 推出 ,如 果 广 和 玫 是 玉 的 


”两 个 子 空间 而 了 在 了 XV 上 和 WW X WW 上 的 限制 是 等 价 的 ,那么 
永远 存在 一 个 旋转 “使 得 x(V) = W (根据 礁 特 定理 ), 除非 了 和 


W 都 是 "/2 蕉 的 全 迷 向 子 空间 。 这 些 子 空 间 对 于 树 0+ 而 音 分 成 
BAUER, DEA, RV WERA n/2 蕉 的 任 迷 向 子 空 间 ， 
那么 对 于 任何 对 称 *， 我 们 都 有 dim (V N s(W)) = dim (V 0 
hw) 土 1. 由 此 推出 ,如 果 广 入 属 于 同一 传递 类 , 旭 dim (V NW) 
与 a/2 同 为 奇数 或 同 为 偶数 ( 序 它们 有 相同 的 奇偶 性 )， 而 反之 亦 
然 . 

„OK, f) 中 的 (a 一 2, 2)- 对 合 称 为 反 演 ， 显然 反 演 是 施 


LA 1 


1) 当 w 之 3 时 ,每 个 旋 精 都 是 反 演 之 积 . 


对 用 归 灿 法 . 如果 * 是 一 个 非 迷 向 向 量 ， 那 么 存在 一 个 将 


ox RE] 一 * IUR, AR u 是 一 个 旋转 , 那么 两 个 向 量 w(x) — x 
和 u(x) 十 * 中 至 少 有 一 个 是 非 迷 向 的 。 发 u(x) + x EI 


的 ,那么 就 有 一 个 与 (x) + x 正 交 而 包 有 w(x) 一 * HRK 
面 P ,于 是 以 P 为 负 空间 的 反 演 ”将 * Æ (x), B uly E 


j 非 迷 向 的 ， 那么 同样 有 一 个 反 演 将 * 变 到 一 ule), 然后 还 有 一 个 


反 演 将 (x) EP ula). 因此 我 们 永远 可 以 化 碟 * REDRE -. 
x: - 


Le 


向 向 量 x 保持 不 变 的 情形 .研究 x 在 与 x 正 交 的 超 平面 上 的 限制 。 
可 以 把 它 看 作 一 个 > 一 1 AUDE, 最 后 就 化 到 » = 3 的 情形 . 
因为 0; 里 的 每 个 旋转 顶 多 是 两 个 对 称 的 乘积 ， 所 以 0; 中 将 一 个 
非 迷 向 向 量 保持 不 变 的 旋转 项 多 是 两 个 反 演 的 乘积 。 

D X n> 3j Rn 是 奇数 » OK, D 的 中 心 仅 仿 单位 元 


PTS 实际 上 ， A BR PER DUT 
; 面 保持 不 变 ， 可 是 每 条 非 迷 向 直线 显然 都 是 两 个 非 迷 向 平面 的 交 ; 


又 根据 $ 3 的 引 理 1) ,每 条 迷 向 起 黎 也 是 其 个 非 迷 向 平面 的 交 ; 因 


”此 0# 在 FL。 中 的 中 心 化 子 是 位 似 变 换 看 及 ,， 由 此 邹 可 推出 我 


们 所 要 证 明 的 性 质 。 MnJLÆÆc, MO, Æ 0f 与 0。 的 中 心 
Z。n 0 的 站 乘积 。 
3) 当 = 2 时 ， OÏCK, D) EX, DIDIER, SSID 


.指数 二 1 和 vw = 0 斯 种 情形 : Dak =1, 在 E 中 选取 一 粗 由 


其 个 迷 向 向 量 所 租 成 的 基 , 我 们 就 看 到 0+ 中 的 交换 对 于 这 租 基 的 
AEREE (À Li) ste 26 Kk; 因此 0+(K, D 与 kK* 同 构 ; nar 
v= 0, 在 互 中 逃 取 一 组 正 交 基 之 后 我 人 可 以 假定 f(z, D = 

+ agh TRER 一 a 不 是 KK 中 的 平方 元 素 . ER = K(w) i | 
一 & 的 一 个 年 方 根 添 加 到 玉 上 而 得 到 的 的 二 次 扩张 ， 我 们 可 
以 把 E 与 K, RAR, 而 将 E 中 向 量 (1,0) 看 作 Ki 中 单位 元 素 ， 
TE, HR E= E + on, 那么 它 的 共 轰 元 素 就 是 5 = 二 6 一 wy 而 


CË = E + am; OYCK, f) 中 的 一 个 旋转 xz 将 K, 的 单位 元 素 映 到 


范 为 1 的 一 个 元 素 7Y， 因 此 可 以 把 写 与 Ki 的 变换 《一 YC HI 
= EE, OK, D 与 X? 中 范 为 ! 的 元 来 所 粗 成 的 共同 构 . 


以 9,(K, f) REZI AK; P RCE Re 
4) REFRA, PEN 


了 Dieudonné 41, 23H). Er Tes uvu ATAR 
变换 s(wsw™) FE s 为 对 称 的 乘积 .我 们 对 将 " 表 成 对 称 乘积 时 
对 称 的 个 数 用 归 策 法 , 也 可 用 同样 的 方法 证明 一 切 平方 元 素 喧 属 ， 

.58。-. 


FO, BEEP 0./9 中 任何 à BOIRE 2 M, DE 
只 要 知道 曹 的 基数 (有 限 的 而 且 是 形状 2* 的 , 或 无 限 的 ), 这 个 阿 
倍 尔 的 构造 就 完 双 确定 了 . 

5) X n>a it, FO 也 是 OF RETR. 只 要 利用 性 质 ， 
1) 再 采用 4) PAIERA EMTA Òt 的 换 位 子 理由 Ot 中 平方 
元 素 扬 生成。 另 一 方面 ,采用 4) 的 第 一 部 分 的 推理 方法 ,我 们 就 
看 到 9, 由 任意 两 个 对 称 s, t RET ses = Gey 所 生成 ; A 
此 9 包含 在 OÙ 的 换 位 子 天 之 中 ,而 01 MR FREE 9。 之 
中 是 很 显然 的 ， 当 > = 2 时 ,仍然 有 0.C 0+ ,但 这 时 已 经 知道 0+ 
ERRA, | 

FPEM n > 3 时, 0,(K, f) — TERRE: 

| 0,20+20,20,1nZ,2{1}. 
当 ” 是 奇数 时 ， 我 们 已 经 看 到 0# NZ. 化 为 单位 元 素 ， 因 此 


.Von Z, 亦 化 为 单位 元 素 . BER n 是 奇数 或 偶数 ， 只 要 nn >3, 


NZ, 就 是 9。 的 中 心 .实际 上 ,与 Qn 中 -一 切 元 素 都 交换 的 后 线 
性 变换 ,特别 与 将 ”一 2 MIRET AEM O 中 每 个 元 素 都 保持 不 
变 的 变换 ”的 平方 w* 相 交换 , 而 我 们 可 以 把 将 0 中 每 个 元 素 都 保 
持 不 变 的 变换 看 作 是 与 9 正 交 的 平面 2" 里 的 正 交 变换 。 除非 
K = F TB 0' 是 双 曲 平 面 ,永远 存在 Q 里 的 正 交 变换 ”使 得 m 
不 等 于 单位 元 素 ; 因此 “应 该 将 每 个 = 一 2 维 非 迷 向 子 空间 保持 


”不 变 , 将 一 切 非 迷 向 向 量 都 保持 不 变 , 那么 象 3) 中 一 样 可 以 看 出 


u 是 位 似 变换 。 如 果 K = ,就 将 椭 贺 下面 (f(x, x) 在 它 上 面 


的 限制 对 于 一 租 正 交 基 而 车 - 是 他 十 的) 都 保持 不 变 ; RETE? 
时 ;每 条 非 迷 向 直线 都 是 两 个 柱 圆 平面 的 交 , 由 此 推出 我 们 的 千 答 


这 时 也 成 立 ; 最 后 当 n=3 时 , E 中 有 一 组 基 使 得 三 个 坐标 平面 都 
是 椭 贺 平面 ,而 且 是 E 中 仅 有 的 椭圆 平面 ;这 时 “只 能 将 基 向 量 保 


持 不 变 或 将 它 改变 符号 ， 我 们 容易 推 知 在 这 些 变换 中 愉 LA MALE 
” 换 与 9。 中 的 变换 都 交换 . 


以 POSCK, f) 和 PO,CK, f) aux OZ CK, f) F1 QCK, FY 


ER GL(K) FI PGL,(K) 的 自然 映 象 下 的 象 ， BRENDNI. 


pe, 


s 


SaNi eh 


JO+/(O#N Zs) 和 901+/(0+n Za) 同 构 . 


在 下 面 几 节 中 ,我 们 要 关 述 上 面 所 写 出 的 南 本 的 已 知 精 果 ,这 ， 


些 商 土 是 正 交 竺 的 正规 得 链 中 的 . 


ST 二 次 形式 的 克 黎 福特 代数 
CK 的 特征 数 寺 2) 


象 前 面 一 样 ,我 们 用 IC, y) AKEn 稚 向 量 空间 E 上 的 一 个 


“ 非 退 化 的 对 称 双 线性 形式 ， 在 下 上 的 张 量 代数 T(E) 中 考察 由 形 


如 Oy + y © x le, y) 的 元 素 了 所 生 成 的 双边 理想 a， 我们 
把 商 代数 CO) 二 T(E)/a 称 为 形式 的 克 黎 福特 代数 (W. K. 
Clifford[1,2], R. Lipschitz{1]). $ë (arhicien 是 互 的 一 组 正 交 基 ， 
以 ei RERE CO) 中 ai mod a 的 剩余 类 ;对 于 整数 1, 2， …，? 
的 集合 的 任意 子 集 已 ， 合 en = enti eip IEP (it)ictep EH 
中 元 素 依 增长 为 序 的 序列 (如 果 妃 是 空 的 , 则 en = 1), 可 以 证 明 
(C. Chevalley[1]), 这 些 cn 和 组 成 CO) 在 K 上 的 一 租 基 ,其 个 数 为 
2”, KREAN 
C4ACB 一 Y4.BC4aay Q2) 
其 中 .4A 是 整数 1,2, .…, ” 的 集合 的 子 集 所 组 成 的 布尔 环 中 
葛 加 法 ( 换 薄 之，4A3 的 特征 画 数 是 4 的 特征 画 数 与 了 3 的 特征 画 
数 之 和 , mod 2) . 
ras = (—1)° T] Pa, ai), (3) 
#€Ans 


HE PCA, B) 是 将 4 和 下 并 周折 得 序列 的 “ 反 序 数 ", 换 茬 之 ， 
plA, B) = Z p(4;i); (4) 


aa, D RAPTI > j 的 个 数 . 
”特别 , 我们 有 cie; 二 一 eje;: XŸ j Hi 而 ei = f(a;, ai) 对 一 切 
-指标 i i, 
对 应 于 最 多 含 PATRE T IEH HRE ea HIREA KA 
工 ;(0p<n) 是 C( 用 的 一 个 子 空间 ,而 且 Ly 与 基 (c) 的 选取 无 关 。 
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牧 踢 ， 向 量 空间 下 可 以 看 作 是 es 的 线性 组 合 所 租 成 的 
AMTER a 与“ 向 为 同一 ， 对 于 互 中 任意 一 对 元 素 2 y 
CCP 中 有 
xy + yx = 2f(x, J i 6} 
= f(z, x). (6》 
显然 , ci(1 <: < n) 和 单位 元 素 生 成 CO). , 

1) Sn Re, CO) 的 中 心 是 K; 当 是 奇数 时 , CCD 的 
中 心 就 等 于 KK 十 Kejeren 实际 上 ,将 一 个 元 素 > = D ques 
中心 就 等 了 > 
与 cr 交换 的 关系 式 写 出 就 可 看 到 y4 = 0 对 一 切 包 有 奇数 个 指标 
Ei 的 子 集 .4 由 此 即 得 精 果 ， 

对 应 于 含 偶数 个 元 素 的 子 集 互 的 那些 en 的 入 TEST. 
CCD 的 一 个 子 代数 CHO) ER ERRI 2, 与 基 () 的 选取 


而 特别 有 


- 元 关 ,而 且 它 由 乘积 celi < 站 以 及 单位 元 素 所 生成 。 对 应 于 合 
奇数 个 元 素 的 子 集 如 的 那些 en DERMA CO) MIRE | 


ECTO, 与 C+(f) 互补 而 且 也 与 基 (ai) 的 选取 无 关 。 为 了 简单 
起 见 ,我 们 说 CIG) 中 的 元 素 是 偶数 次 的 ,而 CC) 中 的 元 来 是 奇 
数 次 的 . 

2) Mn 是 奇数 时 C+(f) 的 中 心 等 于 K, M n 是 偶数 时 ， 
cH) 的 中 心 等 于 天 + Keer cen 仍 采 用 上 面 的 记号 ， WER 
们 将 2€ CD 与 cic; 交换 的 关系 式 写 出 ， 就 会 看 到 74 = 0 对 于 
JEA, iÇ A 的 子 集 4, 由 此 序 推出 精 果 . 

关于 克 禾 稀 特 代数 及 其 与 正 交 芥 的 “ 旋 量 表示 ”的 头条， 更 深 
入 的 代数 研究 可 以 参考 薛 佛 侣 (C. Chevalley) 外 和 英 希 勒 (M. 
Kichler) 中 的 书 。 至 于 利用 CO) 去 研究 正 交 基 O.(K, f) 的 构造 、 
所 根据 的 初等 方法 并 不 需要 这 些 辕 果 ， 我 们 基本 上 根据 其 项 勤 》 


- (M. Eichler)” Wikin F. 


3) 对 于 每 一 个 正 交 变换 uE O-(CK， 用 ， TEET TRER 
€ co 而 且 SK FA 性 质 : 


全 ai 


Mi 


| | ul) =s s! , (7) 
对 一 切 *CE; 


D AU AIRIS, a EEKMA 
ule) = — sars! (8) 
对 一 切 *6E, 


此 外 ， 当 “= 人 ee 1€ > 使 得 ee 


EA 5 使 得 txt na = n(x) 9 *CE Pis Su RE. 
实际 上 ， HERE u 是 对 于 与 一 个 非 迷 向 向 量 26 E 正 交 的 超 


平面 的 对 称 , 这 时 , 根 幅 (5) 和 (6) 就 有 . 
u(x) = x —2 Pa a a = x — (ax + xa)aŸa = 
='— ard, . (9) 


WR u = nor cop ER v ERPS a; 正 交 的 超 
平面 的 对 称 ,那么 

u(x) = (— 1)’ Casar ap)xz(cta as), 
于 是 合 % = aar ta, 序 推出 (7) 或 (8》， 此 外 ,如 果 : 适合 上 面 所 
说 的 条 件 ,那么 .42 就 在 C+(f) 中 而 且 与 互 中 每 个 元 素 都 交换 , 因 
此 就 在 C) 的 中 心中 也 在 CHO) 的 中 心中 ;根据 1) 和 2) 即 推出 
EEK", 

4) 反之 ,对 于 任意 可 复元 素 *E CO), 如果。s RER Este = 
=E ;那么 E 的 变换 x 一 sas! RIER OK, » 中 的 一 个 变换 ; 此 
外 ， 如 果 ;E ON 这 个 变换 就 是 一 个 旋转 . 

， 第 -一个 断言 由 (5) 立 朗 推出 . 另 一 方面 如 果 对 于 sé ED 
aie > ola) = se 是 一 个 反 转 ,那么 根据 3) 5 ie 
次 的 可 道 元 素 ECO), 使 得 v(x) = 一 ee, FER > Lis 


i 就 使得 rzr™ 二 一 x 对 一 切 xEE， 如 果 合 r = > yes BRE 


reir 一 = 一 ci 对 1 入 ii< 委 = 和 写 出 ,我 们 就 看 到 当 4 DARAT +i 
的 指标 时 74 = 0; 于 是 我 们 只 能 有 r = yeer es MB n AiE 
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偶数 ;可 是 这 时 s = zr EARR, RME, 

现在 我 们 注意 , 在 张 量 代 数 T(E) 中 ,线性 映射 使 得 (x1 © 
OnO Or =n Drm O On KEERA RR, 
显然 它 将 理想 a 保持 不 变 , 因 之 它 诱 导出 商 代数 CO) = T()/0, 
序 克 黎 蚤 特 代数 的 一 个 对 合 性 反 自 同 构 ,使 得 

Cr 2) = xpxpixp2 Xl (10) 

HAGE,1< p< n; TRI CO MOO) (整体 地 ) 保 持 不 
变 . 

更 在 候 定 zx 是 任意 一 个 旋 畦 ， 而 且 是 对 于 分 别 与 非 迷 向 向 
量 a1, co, ce, az 正 交 的 2p 个 超 平面 的 对 称 的 乘积 ,于 是 我 们 有 
公式 (7) 而 Su 二 aa … ap。 那么 根据 (6) 我们 有 sub = ayar + 
arap" +a, = far, a1) fCaz,a:) "> {Cas ap) E 0; 如 果 用 Xsw 而 


AE RIRIS 5, 那么 数量 就 乘 上 了 入 ;于 是 由 3) 推 出 ,数量 wd 


模 K* 由 平方 元 素 的 本 K 所 属 之 剩余 类 是 一 个 只 与 * 有 关 的 元 
ROU). 此 外 ,对 于 两 个 旋转 x，”， 由 3) 推出 sw 和 sus 只 差 一 


个 数量 因子 ,因此 ， 


O(nuv) = 0O(u)0(v); d g (1) 
DRE, 0 是 从 看 0# FA K*/K® 中 由 形状 Gex) fly, y) 
lr, y ZE HEER 迷 向 向 节 ) 的 元 素 所 属 的 剩余 类 所 生成 的 子 看 


”上 的 一 个 表示 我 们 称 Olu) H u 的 旋 量 范 数 9 的 核 0, CK; = 


£ = tio), ERTA 0, (Ks; >3 时 ， 这 是 显然 的 ， 因为 ， 


这 时 ,0s 是 of RE; 而 当 = 2 时 ,这 也 是 正确 的 , 因为 如 
Rs, s 是 两 个 共 罗 的 对 称 , 写 们 分 别 对 应 于 与 向 量 a, a 正 交 的 两 
MEFR. fla, a) = fla, a) E 0,82 Ols) = Olaa) Y. 
$8. Æ OK, f) 的 构造 ! 
CK 的 特征 数 站 2, 了 的 指数 y > 1,9 > 2) 
L 0;/0, 和 0,02, 的 构造 
, 园 忆 5$5， 我 个 把 一 个 正 交 变换 *〈 或 一 个 旋转 u) RARE 4 


ce 
vi 


的 ， 如 果 它 将 与 一 个 双 曲 平面 正 交 的 à 一 2 维 子 空间 中 的 向 基 都 
FRE, 
D 如 果 * > 1, 则 任何 正 交 变 换 * 都 是 双 曲 变 换 之 积 。 只 要 


对 于 对 应 于 一 个 ( 非 迷 向 ) 超 平面 如 的 对 称 s 证明 这 件 事实 就 够 了 ; 


MEE 是 一 个 与 刀 正 交 的 向 量 ,那么 存在 一 个 不 与 a 正 交 的 迷 
向 向 量 (第 一 章 $ 11, 2)): 由 和 如 所 决定 的 平面 了 是 一 个 双 
曲 平面 而 * 将 P 中 一 切 向 量 都 保持 不 变 ; 因此 * 是 一 个 双 曲 变 
m. 

2) RPE IPH. AETR ZEA RHEN) "都 可 以 


BE u = sv, Jet 是 平面 P 的 一 个 双 曲 变 换 ( 或 旋转 ) 而 vg,. 


WR u pie P 的 双 曲 变换 ,那么 这 是 显然 的 , 因为 根 


据 维 特定 理 存在 一 个 tE 0, 使 得 (P) 二 P, PE w= art 于 一 
= hs). Hu ep 的 双 曲 变换 之 积 ,我 们 可 以 对 AVIR 
法 .最 后 ,如 果 * 是 旋转 ,因为 也 是 旋转 ,所 以 也 是 旋转. 
， 关于 2) RAAMES AAKE. Chevalley)[1], 
53—55 H, 
3) & PAIP 是 两 个 双 曲 平面 ， MATE NE vEQCK, 
D) 使 得 oCP》 = P'。 当 二 2 时 ,这 个 命题 显然 成 立 ;如 果 # > 2, 
.那么 萎 据 维 特定 理 存在 一 个 we 0, 使 得 x(P) 一 .P'; 再 根据 2) 我 
们 有 zx = sv, 其 中 v€ 0, 而 s 是 在 面 P' 的 双 曲 旋转 ;因为 s(P”)= 
,二 P' 所 以 v(P) = P’, 
这 些 和 结果 使 我 们 能 够 证 明 下 面 这 个 定理 (M. sichler[2]); 
如 果 之 1 而 zx 之 2 ,那么 旋 量 范 数 是 Où EM K*/K* 上 的 一 
个 表示 ,其 核 为 换 位 子 禁 QK, D. TT 
-实际 上 ,因为 8, 属于 0 的 校 ,所 以 根据 2) 我 们 有 0Ge)= 0); 
因此 化 到 了 研究 n= 2, » = 1 这 个 情形 . end a 
, 迷 向 向 量 cu, e RN fle e) = 1, 那么 对 于 这 租 基 而 言 
Hs mamme, stream, ea 
” APS e, 一 e, 正 交 的 直线 的 对 称 ， 而 另 一 个 是 对 于 与 acl 一 eE 
ERRIN PR, 可 是 , Ker — ern e1 — 6) =: 2, flae, — €a» 


po 


-sb 


A. 


S 
i > 各 时 za >> 2 而 ?> 1 MAN MT D 


. 


ae, 一 01) = — 2a, 由 此 推出 0(s) = â (a€ K* ER K*/ KY RE 


剩余 类 )， 于 是 由 此 立 剂 推出 定理 , 坎 为 ,车 0(s) 二 1, 那么 xc 一 外 


A 


从 这 个 定理 立刻 推出 以 下 诸 系 : 
a) 如 果 #>2v2>1, 那么 O03(K, OK, d5 K*/K® 


实际 上 ， 对 称 * xz 一 一 zx 是 对 于 对 应 于 上 ur n Fate 


站 平面 的 # 个 对 称 的 乘积 ; 因此 这 个 变换 的 旋 量 范 数 是 1 对 于 这 
, MEHRABI mod KY 所 属 之 剩余 类 ， 更 进一步 ,我 们 指出 ,的 
” 制 别 式 是 一 个 平方 元 素 且 永远 是 x 一 一 * 属于 O, 的 充分 必要 条 


PEEK v = 0 时 ). 
$9. ROCK, F) 的 构造 
(XK 的 特征 数 关 2, 了 的 指数 V> 1, # 23) 


LIL $ 2,/ (0,0 Za) = POK, F) 的 构造 
当 ? = 3 和 ， = 4, ARTARAK RREA E EAP 


.应 的 正 交 芥 的 构造 的 重要 知识 《也 可 以 参考 第 四 章 § 8)， 我 们 开 
”- 始 来 研究 这 两 个 情形 而 不 对 指数 » 作 任 何 限制 《 邹 它 可 以 取 0 为 


值 ). ° 


A) n=3, 设 (ei)ici@ 是 五 的 一 租 正 交 基 ， Ee ct 是 
4 雁 的 ; 它 有 一 址 基 由 元 来 1 和 三 个 元 来 


站 二 ezes, = egei) 六 一 oaclez ~ (12); 


| FER: ENRERE 


isik 一 一 iris EhEk, 
1 
i= B, ü=, | £ 3 
其 中 我 们 合 ar = fler, ct)，B: 一 一 oa, p= aa 因此 CHO) 


是 域 K 上 对 应 于 天 的 元 素 及 有 的 广义 四 元 数 代数 , 5 7 的 精 果 可 


5 ' + 
wee 


Ba 


CDR | ce 


, D APERE 260, a ER TARER, 反之 , 任何 
可 水 四 无数 都 可 以 玫 成 形状 = 


CORME STEAN. 为 要 狂 明 字 的 季 命 题 , 可 以 如 
下 进行 (M. Eichler[2]): 我 们 说 一 个 四 元 数 > z 是 绥 四 元 数 ,如 果 它 不 、 
BEWAAR CO 的 反 自 同 构 1 ($ 7) 是 这 个 代数 中 将 天 中 元 


来 保持 不 变 的 反 自 同 构 ,而 和 纯 四 元 数 也 可 以 定义 为 适合 条 件 zl 一 
三 .下 “的 四 元 数 。 另 一 方面 ,分 i 一 eiee 将 E 看 作 拓 展 到 CO) 


CEE CO 的 子 空间 )， 那 么 映射 + 一 x 就 是 向 量 空间 忆 
与 炖 四 元 数 的 向 量 空间 之 两 的 一 个 同 构 。 可 是 我 们 立刻 看 到 ( 因 
HONG) = st = hG K 对 一 切 四 元 数 :); 对 于 任何 纯 四 元 数 z， 


只 要 上 是 一 个 可 北 四 元 数 ，zzi! 就 仍然 是 纯 四 元 数 ; 因为 对 子 任 
何 x€E, tx = eaj), RMA xE 万 ， 这 就 证 明了 本 命题 


(EE 574)). 


p E EPA EO 
.2) R ONK, D SA C/K 同 构 ， 其 中 R C 中 


ATERRAR; Es OK, D 与 范 NO =1 的 那些 四 元 


数 t ETE LEES {= 1, +1} HART. 


, 我 们 知道 ,一 个 四 元 数 z 是 可 北 的 , 其 条 件 是 写 的 范 N(s) = 


; 一 xz/ KETE. PERRET, EAEI FEA E ALBE fh) ik zE DAR 


性 形式 xy! 十 yx/ 与 形式 2atzasf 等 价 ， 而 且 如 果 N(z) = 0 对 于 


,, 某 一 个 四 元 数 z 到 0 ; 那 就 存在 一 个 纯 四 元 狼 z' 关 0 使 得 N(z') 二 0. 


因此 , 和 如果 v = 0, C*(f) 就 是 一 个 体 . 反之 ,如 果 v = 1, C*(f) 
中 就 有 零 因 子 存 在 .因此 c*() 必需 和 天 上 2 PORRE Ko 同 


CH FER C** 与 GLK) 同 构 ,因而 ( 依 $ 2): 


3) 如 果 »b = 1, Æ OÏ(K, f) 就 与 射影 可 PGL,(K) 同 构 ,而 


字 的 换 位 子 覃 0,(K， 及 就 与 PSL, (K) 同 构 ， 因此 ,如 果 KEF, 
4 要 0(K, p REX. : 
B) * 一 4. # lehieia 是 五 的 一 组 正 交 基 ， 则 C+(f) 的 中 心 “ 
TEK 5 Kers 的 直 和 3; 此 外 ， 我 们 有 (ces) = À, A À, 


266? 


' 池 对 于 大 (ci) 的 制 别 式 ， 根据 A LH KA HIER, TRER 
.和 O 个 与 玉 同 构 的 域 的 直 和 或 天 的 一 个 二 次 扩张 ， 根据 维特 定理 ， 我 ， 
们 知道 , 当 v = 2 时 第 一 个 情形 一 定 发 生 ; 当 v = 1 时 第 二 个 情形 
一 定 发 生 ; 当 v 一 0 时 ， 这 两 个 情形 都 可 以 发 生 。 

RTE RAM, 由 (12) 所 定义 的 元 素 4 E CHC) 的 
一 个 子 代数 L, 它 是 天 上 的 一 个 广义 四 元 数 代数 ;此 和 外， 因为 了 
NL=K THÉ —T TRS LPA TRAKA, ACHO) © 

Eg 本 以 省 作 是 张 量 乘积 TOL. W j 二 ezere ,那么 

jii 一 asees, jiz = — Aer, jis 二 一 aiaioscse 和 


对 于 任何 元 素 = Lo + at 十 his + ne C>) 而 MWET, 


我们 有 二 一 hi 一 4 — is, 因为 7 将 T 中 元 素 保持 不 变 ; 
! 出 此 推出 NC) = = B XP — NB $ NBB BFT. 
Ea 4)T@L Gaa TREIER s (u €07) G 
| RARE NU) BF K (M. Eichler(21). ; 
ue 实际 上 。 这 个 条 件 显然 是 必要 的 (6 7); 反之 ,如 果 N(CD EK, 
“er | WARFARE E, y = er = txt/NGD 是 CC 中 奇数 次 元 
E ' 潍 的 线性 组合 ,可 是 因为 y = ,所 以 这 个 线性 组 合 中 不 能 包含 3 
AER, 因此 它 属 于 5, 这 就 证 明了 这 个 制 断 法 则 ($ 7.4)). 
y SLR TÆ OCK, f) 5 TOL HIENG) + 1 LL 
FE rer +a) ram. i s 
现在 分 别 研究 下 面 两 种 情 
4 CE) A 不 是 天 中 平方 元 素 ， RG, F2 HG, DERS ， |; 
a EZME H LART, 那么 由 2) HE, R OCK, f) SR ; 


E "OMXKCV A),f) 闻 构 、 如 果 f 的 指数 5 等 于 1 IAT DASE h 
ft Portes 于 是 根据 3) 就 有 =% 
0.5) MiRo > LH OK, PEART RSA PL) i 


2 BHGEE, WRK EAH, MAKAA) 至 少 有 9 NER). 
LP ann = 0, 那么 形式 fi 在 KOA) 上 的 指数 也 是 0.， 实 
MU EE, wR HAS A EUR r y MER f(z 十 YAys 
eur AN Dp 我 们 就 由 此 推出 和 7 EXTA Kapi. : 


, 


二 一 Af(y,y). 于 是 根据 A 的 定义 ， 由 此 又 可 推出 在 与 * 和 ? 正 
交 的 平面 上 存在 一 个 (对 于 f 而 车 的 ) 迷 向 向 量 ,这 与 假 届 相 矛 后 . 
BU) À 是 天 中 一 个 平方 元 素 o, R e= (1 + t;)/2, 
e” = (1 — w™j)/2; e 和 < 就 是 C+(f) 中 的 两 个 寡 等 元 素 ， 而 
”C+( 有 ) 就 是 与 工 同 构 的 两 个 四 元 数 代数 Le 和 Le” WEM (Le’ 
和 Be’ 的 中 核 分 别 为 Ke À Ke). CHG) 中 任何 可 逆 元 素 上 都 
可 以 写作 t= 二 ac +e Ep a, b BF L,MAPFNOERE . 
N(a)N(6) 一 工 等 价 ， 特 别 , NG) =1 NG)= 
= NW(5) = 1。 如 果 再 注意 0; 门 Z; 是 一 个 含 其 个 元 素 的 从 ($7)， 
那么 就 看 到 0,/C0,n2,) 与 擎 的 直 乘 积 GE, h) x OK, HW FI 
构 . 特别 有 
9) mr = 2, 至 2/(2n Z) 就 与 苦 的 直 乘积 PSLA(K)X 
. PSLA(K) 同 构 (如 果 K + Fs TORRENT). 
可 以 用 下 述 方式 确切 地 表述 这 些 结 果 : 对 于 任何 x € ,我 们 
À xÿ = 一 jx, 因此 crx = ze", ex = xe; BH pla le tbe", 
RAF ier = (axb)e' + (Era )c" = (axb)c' + (axb)/c'' (HI 
FARR NC(a)N(6) = 1). 另 一 方面 ， 为 了 简单 起 见 ， 可 以 假定 - 
Fess es) 二 1( 即 将 1 乘 上 一 个 常数 ), 那 么 任何 元 来 x&€ E 都 可 以 
了 崔 一 地 写作 x = esa + joz, 其 中 a€K, jo = elezes W Z 是 工 中 一 
个 炖 四 元 数 ， 将 四 元 数 % = a 十 = 与 MINOR te 相应 的 四 
元 数 ; 考虑 到 e, 与 工 中 元 素 部 交换 而 元 与 中 元 素 都 反 交换 以 及 
关系 式 Ai 一 一 c PAOURE 2217 相应 的 四 元 数 是 atb, 
` 借助 于 粮 性 映射 x+ 一 3 将 和 工 视 为 同一 之 后 我 们 就 看 到 of 中 . 
每 个 旋转 都 可 以 写作 y> ayb, rh a Aïe DIET 
NONG) = 1, MARRAINE. 
”C) nz 之 5 我 们 有 下 面 的 基本 定理 〈(L. E. Dickson( 1, 2 3), 
J. Dieudonné[ #1). 
如 果 n> 5i v> l, Æ 8s/(8aNZ,) DANS. 
ZE. Dieudonné[4]) 中 的 证 明 利用 T3,4, 5 及 6 个 变数 
的 正 交 茜 的 特殊 性 质 (和 贿 考 第 四 章 $ 8); 艾 希 勤 (M. Eichler[2]) 中 


` 


MU PRET SAGE, CAUSÉ 
REZ NAN, 当天 FERRER OCK, f) 的 构造 而 当 
′ K=F,,» > 6, ERAF OCK, f) HRE. 
L KEF, RGE O, HERTA, Ti GROE Q, 的 中 
核 之 中 ;我 们 分 以 下 几 步 来 姓 明 G = 0。: 

o Ta) 如 果 G 包含 一 个 双 曲 旋转 的 平方 ( 它 不 等 于 单位 元 素 )， 
me = 0. B e, s EWA TRIR, ERAMETSA 
KA a,oa TEZERA, WE fla, a) = f(a', a'); 只 
PREM s €G (§ 6, 4)). 是 由 a 和 a' 所 决定 的 ( 非 全 迷 疝 
的 ) 平 面 ， 那么 存在 一 个 SRE V, CURP HRES 
; 包含 一 个 类 向 向量 . 实际 上 ,如 果 了 是 一 个 迷 疝 平 神 , B K 是 P 

me RÉ, CE 是 一 个 不 与 5 正 交 的 迷 向 向 量 ， 那 么 
“eK + P 二 V 就 不 能 是 迷 向 的 ， 因 为 V 中 与 V 正 交 的 迷 向 向 量 * 
不 能 与 共和 线 也 不 属于 平面 5K 十 cK (HAVE, FA 
.而 与 假 胶 相抵 航 ); 于 是 平面 xK 十 cK 就 是 至 迷 向 的 而 且 与 P 交 
FRAT 6K 的 迷 向 直线 。 这 是 不 可 能 的 。 如 果 忆 是 一 个 双 曲 
PER € 是 任意 一 个 与 P 正 交 的 非 迷 向 直线 , 那 刀 冯 = cK 十 P 

. 就 满足 要 求 。 如 果 P 卫 不 含 迷 向 向 量 而 c。€ E 是 不 与 P 正 交 的 一 个 
OR, 那么 cK + P = V 就 不 是 迷 向 的 , 因为 中 与 V 正 交 


的 迷 向 向 量 不 能 与 < 共和 线 , 因 之 cK 十 xK mt LES FRA 


、 Bi PATAR. ARRATIA. 

TOL R PAR V RMD u = ss 保持 不 变 ,因此 《可 以 
看 作 属 于 OCK, A) Ih hÆ f V XV ERA Ho EN 
曲 平 面 2 上 的 一 个 双 曲 旋转 而 € G, 同时 vw? 关 1; 在 VV 中 存在 一 
个 双 曲 平面 0' 而 且 存在 一 个 变换 wE 9, 使 得 w(2) 一 0 ($8; 
3)); 于 是 变换 ww” = (wou) 就 属于 0, 而 且 是 平面 如 " 上 


En BANAR D 5 HET RER RAT ww € G. AR 


据 3)， 由 wow 在 了 上 的 限制 所 生成 的 OCK, f) 的 正规 子 区 

5 QK, fi) ME, RGO v, s 

LD 6 包含 二 个 邓 烛 放生 的 平方 CRETE, 
6 


我 们 顺 妇 证 明 以 TAR: O- 


a) GOR—DER, EURE aA 0 保持 不 变 。 实际 
上 , 设 w€ ;wu《Z。， 至 少 存在 一 个 双 曲 平面 R 使 得 x(R) ER, 
否则 zx 就 将 E 中 条 条 直线 都 保持 不 变 ($3,1)), 因 而 是 一 个 位 似 变 
Me Br 是 焉 面 R 的 一 个 双 曲 旋转 而 且 AL, IA mS uouo 
BFO m PEDAH, -R u HE RON UCR) P 
点 都 保持 不 变 , 而 (因为 > 5 这 个 假设 ) 它 的 维 数 > 1. 
| ATER «EG, uÆ 1 ula) = 对 一 个 ce 地 0. 
”BB) RARE a 是 迷 向 向 基 . 慨 己 脖 一 个 向 量 使 得 Ce, D0, 
而 (ci)jcics 是 双 曲 平面 aK + 5K 的 正 交 子 空间 中 的 一 组 正 交 基 ; . 
向 量 co1 = ce = b Bei 二 6b 十 ci; 对 i 之 3 就 组 成 E 的 一 租 基 ， 
而 平面 P; = ak eK (i 之 2) 都 是 双 曲 平面 。x 不 能 将 每 一 个 
Pi 都 (整体 地 ) 保 持 不 变 , 因为 一 个 双 曲 平面 上 的 正 交 变换 如 果 将 
、 一 个 迷 向 向 量 保持 不 变 ; 就 一 定 是 单位 变换 。 因此 有 一 个 包含 a | 
” 的 双 邮 平面 P 存 在 ,使 得 x(P) P. AREV =P Hul P) 是 
一 个 非 迷 向 子 空间 ;如 果 "” 是 平面 了 的 一 个 双 曲 旋转 而 且 少 大 1， 
， 那么 w = ouu 就 属于 G 而且 ww 将 V" 中 元 素 都 保持 不 变 。 我 
们 可 以 把 必 看 作 属 于 OK, fi) HP fi Ef EV X 7 上 的 限制 。 
因为 WREEK, HOCK, f) 的 单纯 性 就 推出 G 包 含 一 个 包 
在 允 中 的 双 曲 平面 的 一 个 双 曲 旋转 的 平方 。 反 之 ， 如 果 了 是 迷 阅 
”的 ,因为 也 包 有 双 曲 平面 ,所 以 V*CV 不 可 能 发 生 ; 象 上 面 一 样 来 
、 定 义 w， 我 们 就 看 到 w 将 V? 中 的 非 迷 向 向 量 保持 不 变 , 这 就 化 为 
下 面 一 种 情形 。“ ; 
7) HARRMRE a EIK, TEET A a 和 一 个 迷 向 
IR b HA P ABER u 保持 不 变 ; 如 果 忆 是 迷 向 的 , u 就 将 DK 保 
FFE; 如 果 P 是 非 迷 向 的 , « 就 将 5K 保持 不 变 或 将 5K 与 P 中 
另外 一 条 迷 向 直线 互 换 。 无 论 是 那 一 种 情形 , we 都 将 E 中 每 条 迷 
向 直线 保持 不 变 ,因此 旋 是 位 似 变换 ($ 2, 1)); 双 因为 2(a) = a, 
所 以 妇 = 1, Me EAR RVAW = V" 分 别 是 «的 正 子 
空间 和 负 子 空间 (第 一 章 $ 14)， 因 为 “是 一 个 旋转 ,所 以 W 的 维 
se 70。， 


数 至 少 是 2. 


:五 中 存在 -一 个 迷 向 向 量 <， 写 饶 不 属于 了 也 不 属于 w, TE. - 


如 果 < =c+ e” P c'EV, c EW, Al e 和 < 都 不 是 迷 向 的 
(如 黑 其 中 有 一 个 是 迷 向 的 , 那么 另外 一 个 也 是 迷 向 的 , 因为 ,< 是 
迷 向 的 )， 如 果子 空间 信和 都 不 包含 迷 向 向 量 ,这 件 事实 是 很 显 
” 然 的 。 反 之 ,假若 WW 包含 迷 向 向 量 ,我 们 就 郑 察 VV 中 一 个 非 迷 向 向 
量 z, 而 将 上 面 的 注意 应 用 到 下 的 非 迷 向 子 空 阿 zK 十 WW 上 ， 由 
TERHERE. 
Bai c 具 上 壕 性 盾 , 再 假设 PCW EBA e 的 一 个 
非 迷 向 平面 ,存在 一 个 向 量 4€ P 而 4 不 与 c" 共 线 ,不 与 c" EX, 
~ 也 不 与 < 正 交 (因为 任何 平面 祁 至 少 包含 4 条 不 同 的 直线 ,而 < 和 
c" 都 不 与 P 正 交 )。 于 是 平面 0 = cK 十 dK 就 是 一 个 双 曲 平面 。 
我 们 来 能 明 3 METAM R = 0 + u(0) 是 非 迷 向 的 ， B, R 
就 有 一 个 向 量 = A0 与 R 正 交 ; 因为 v(R) = R, ule) 也 和 尺 正 
à RE y = z 一 x(z) BREZ. RIKER y= 0, 否则 就 有 
xER， 于 是 z6 c'K; 这 是 不 可 能 的 ,因为 ' 不 是 迷 向 的 。 因此 我 
WA yEWNR = P WY 5P EZ, X MRS ERIT E. 证 明 
”的 最 后 一 部 分 和 B) 里 的 是 完全 一 样 的 
8) BER = 是非 迷 向 的 ,可 星 存 在 一 个 包含 a SAFH PIE 
得 x(P) E 了 忆 ,这 时 如 果 7 = P + x(P) EAR 7 EM, 
么 可 以 象 前 面 一 样 将 姓 明 进行 下 去 . 否则 ,在 与 “ 正 交 的 非 迷 向 
超 在 面 扩 中 就 存在 迷 向 向 量 ,这 就 化 为 下 面 一 种 情形 。， 、 
Le) 假定 与 a 正 交 的 超 平面 H 中 存在 迷 向 向 量 ,旋转 “将 及 
《全 局 地 保持 不 变 ; 如 果 写 将 互 中 一 切 迷 向 直线 都 保持 不 变 ， 它 
就是 妃 里 的 一 个 位 似 变换 ;又 因为 x 地 1, 所 以 «在 玉 中 就 是 对 称 
O em MR PERSAN. 否则 ,就 存在 一 个 与 “ 
正 交 的 迷人 向 向 量 而 包含 和 4 的 迷 各 平面 P 不 彼 * 候 持 不 变 . 
融 < 是 忆 中 一 个 不 与 。 共和 线 的 非 迷 向 向 量 而 且 帮 ea, a) = flere), 
FER sa H se 分 别 是 对 于 与 和 < 正 交 的 超 乎 面 的 对 称 , 于 是 "一 


sn CO 如 果 e = Ce), Ale sut = sses se 是 对 于 与 < 正 


"7° 


安 的 超 平面 的 对 称 , 这 时 w = vv = uouo = 5,5 BY GI 
且 不 是 单位 元 素 ; 此 外 ， 存 在 一 个 包含 <, e 和 一 个 迷 向 向 量 ( 见 
Ja) 的 3 准 非 迷 向 子 空间 V; 因为 w 将 V? 中 一 切 元 素 都 保持 不 变 ， 
所 以 仍然 可 以 象 上 面 那样 起 明 下 去 . 于 是 当 KAF 时 , 定理 就 
完全 证 明了 . | 
， I K= Fy n> 6. 我 们 人 先 回 忆 一 下 ,我 们 把 一 个 平面 PC EE 
称 为 椭 贺 平面 ， 如 果 它 有 一 租 规格 化 正 交 基 《ceb e) (Gers 1) = 
= Fler 02) 二 1); 了 中 另外 的 两 条 直线 oK, eK 也 是 正 交 的 而 且 
Kes e3) = Kes e) = — 1, 任何 非 迷 向 向 量 都 至 少 包含 在 一 个 
_ 业 轩 平 面 之 中 .我们 把 一 个 正 交 变 换 称 为 酉 贺 变 换 , 如 果 它 把 一 个 
MFE P 的 正 交 子 空 间 P 中 的 一 切 向 量 都 保持 不 变 ， 首先 ,我 
个 可 以 象 8, 1) 中 一 样 证 明 0。(F,, 力 由 椭 图 变换 生成 ， 由 此 同 
样 可 以 推出 任何 两 个 椭 加 平面 痢 可 以 用 0, MES dix 
的 一 个 变 到 另外 一 个 。 于 是 0./(0,02.) 的 单 存 性 的 钙 明 可 以 
#1 中 一 样 进行 下 去 ， MES ROC MER CE PI KE 
等 于 单位 元 素 ) MRE A CAR AMIS » = 1 时 QV(COin 
NZ) 的 单纯 性 ( 当 K = FU MO ARENA). DOME, ME 
利用 一 切 3 MEFA R V AE CRI I REX PENSE: IEA do V 
BH, M VOA 4 MELON PTT À EW 
上 的 限制 的 指数 等 于 1, SERRE An V RER, MBA P 
Æ VU RENE aV p---e P EZ, 那么 内 要 
在 V" 中 取 一 个 向 量 5 使 得 f(a, a) = fC, b) 而 合 W = V + 6K 
RAT. 如 果 了 是 迷 疝 的 而 且 包含 一 个 双 曲 平面 9 ,那么 六 中 就 
有 一 个 与 9 正 交 的 迷 向 向 量 ; 因为 在 0" 中 x 包含 在 一 个 双 曲 在 面 
R 里 ,那么 只 要 取 WW = 9 + R 就 行 了 . 
然后 ,我 们 就 象 Ib) 中 一 样 化 为 G 包 含 一 个 不 等 于 单位 元 素 的 
变换 4, 而 * 将 一 个 向 最 a 关 0 保持 不 变 的 情形 . 如 果 a 不 是 迷 向 
“的 ， 闭 么 或 者 有 一 个 包含 a HRF PE uP) EP, RE 
要 二 1。 在 第 一 种 情形 ,我 们 就 象 b), 8) 中 那样 进行 ,只 要 将 上 面 
的 注意 应 用 到 V = P + «(P) LUT; 在 第 二 种 情形 , V AW 
+72: 


分 别 是 zx 的 正 空间 和 负 空 间 , 政 么 了 和 了 妨 的 维 数 都 之 2, 而 我 们 可 


以 假定 了 的 维 数 > 3 (或 者 需要 用 一 «代替 4). 发 6 是 本 中 的 一 
er PA UN LES es LL CU 


= f(b, b), c=c t en (其 中 ec' 是 了 中 迷 向 向 量 ) 就 使 得 
.fle, c) = (6, b), RER Ti P =bK +cK 是 椭圆, 我 们 有 


ń ulP) EP 而 且 x(P) +P 是 3 维 的 ,于 是 我 们 可 以 按照 习惯 的 


方法 完成 征明 . 如 果 反 过 来 fe", e) = — Ko, b), RITR 
cc 二 c' 十 c", 其 中 EV 使 得 Ke', e) = FC, 5) ,然后 再 用 同 
样 方法 来 完成 证 明 ; 

如 果 a 是 迷 向 的 ， 那么 * 对 于 与 4 正 交 的 超 平 面 互 的 限制 就 
T 不 能 是 单位 元 来; 于 是 或 者 有 一 个 包 有 a DANS LL. LES 
面 P 使 得 x(P) E P, K uP) = P 对 一 切 这 种 平面 ,但 是 4 对 


”于 其 中 之 一 的 限制 不 是 单位 ， 在 第 一 种 情形 , LIL PRA 


不 共 线 的 非 迷 向 向 量 , RAA Co, 5) 二 人 ec，c); 设 v = sose E Qu 


是 对 于 与 5 和 < 正 交 的 超 平面 的 对 称 乘 积 . 变换 w = ouv JR” 


FOWE #1, WRAV = P 十 x(P)， 那么 必 就 将 V BERA 
:保持 不 变 。 因为 只 在 a = 5 时 我 们 才 会 有 VCV, 所 以 至 少 有 一 


”个 非 迷 向 向 量 被 保持 不 变 , 这 又 化 为 前 面 的 情形 。 


反之 ,发 x(P) 二 了 对 于 一 切 包 含 。 的 不 是 全 迷 向 的 迷 向 平 
面 P 成 立 ;如 果 刺 是 一 个 与 aK 在 互 中 互补 的 非 迷 向 子 空间 ， 可 以 
假定 至 少 存在 一 个 椭 贺 平面 0CV 不 被 x 保持 不 变 ; 否则 我 们 容 


” BRT u 是 一 个 对 合 , 而 这 种 情形 已 泾 研究 过 了 .于 是 由 此 假 届 推 


, 出 , Gnu(8) 是 1 维 的 ;因为 8 + Falo) 是 3 ETEM, 所 以 可 以 
象 前 而 一 样 完成 竹 明 . 
II. K=F,n=5, 这 时 我 们 利用 PAF.) 与 单 区 PSp(F,) 


同 构 这 件 事 实 (第 四 章 $ 8). 


， 此外， 上面 这 个 定理 的 妹 明 同时 也 证 明了 OCK, f) > 5， 


_y>1) 的 全 本 焉 夫子 于 如果 不 包 你 Z P REREPEN, | 


NS 


* 73> 


最 后 我 们 指出 ， 当 ”是 奇数 时 (这 时 Fe Ln MERE 


” ZEMA) MEME 0+(K, f) 中 元 素 的 个 数 是 


> 一 DPT — 1) te (g — 1)q, 
而 当 =” = 2m 是 偶数 时 ,O02(K, 了 用 中 元 素 的 个 数 是 
(P eg) a — D (g Da, 
RP e 二 1 如 果 ( 一 1)" 人 是 F。 中 的 一 个 平方 元 素 ， 而 se 一 一 ] 
在 相反 的 情形 ,人 是 了 的 逢 别 式 (L. E. Dickson[1], 160 H). W 
为 当 n 之 3 时 f 的 指数 永远 > 1, 而 对 于 一 个 有 限 域 , 要 K*/K* 


”是 2 阶 的 ,所 以 8,CFo, 用 在 04CK, 了 ) 中 的 指数 为 2(5 8) M% n 


是 偶数 时 , 0,02, 2 阶 的 或 1 阶 的 依 制 别 式 公 是 F。 中 的 平方 


元 素 或 不 是 Fa 中 的 平方 元 素 而 定 . 


510. & On(K, Q) 
CR 是 特征 数 等 地 2 的 域 , OR TRE) 


我 们 提醒 一 下 ,这 时 n = 2m NRA AR EMTM OK, 0) 是 对 


应 于 与 二 次 形式 8 相关 的 双 和 线性 形式 f HEM Sp, CK) 的 一 个 子 
RC —ÉE $ 16). 

O,CK, 0) 在 TL,(K) 中 的 中 心 化 子 可 以 用 和 $3 证 二 样 的 
方法 求 得 (只 需要 用 正 交 平 延 代 替 对 称 , 用 奇异 向 量 代 赵 迷 向 向 
量 》* 于 是 我 们 就 看 到 ,除了 下 面 两 种 情形 之 外 , 宪 的 中 心 化 子 就 是 
位 似 变 换 重 HE， 这 两 种 例外 情形 是 : 1° ”一 2, 天 一 Fl 一 1， 
这 时 中 心 化 子 还 包含 将 具 性 质 en e) = 1 的 两 个 奇异 向量 oi， 
en KRRP; 2° n= 2, K = F,, v = 1, 这 时 0,(K, Q) 
是 一 个 MA EL ES DÉCRIRE MES 
I, OLK, O) 的 中 心 仅 合 单 位 元 束 . 


我 倘 仍 然 可 以 对 于 无 乞 数 的 二 次 形式 9 定义 它 的 克 黎 笨 特 代 


数 c(Q) (C. Arfl1], C. Chevalley[11); 宅 是 张 量 代数 T(E) 对 于 
由 形状 x © x 一 8《*) 的 一 轧 元 素 所 生成 双边 理想 a,( 它 包含 由 形 
状 * 四 ?十 y 因 xz 一 帮 *, y) 的 一 切 元 素 所 生成 的 双边 理想 ) 的 商 
代数 。 代数 C(9) 仍然 是 及 上 一 个 代数 , 其 次 数 为 2”; E 可 以 看 
作 clo) 中 次 数 1 的 元 素 所 组 成 的 子 空间 ， 同时 对 于 中 任意 一 


4e 


ea 


一 


à ,其 中 我 们 合 O =6 +E 


对 元 素 r, y, 我 们 有 
xy + yx = f(x, y). : (14) 
' x = Q(x). ; ， (15) 
特别 ,如果 Ce:)icicim 是 E《 对 于 双 线 性 形式 思 的 一 组 辛 基 合 


得 fc， ej) = fCemtis Emt) = 0 及 fei, Emri) = 人 H1<i<m, 


1<j<m, 那么 
AO) er = Q(emsi)s 


Ciej 一 Cjci cm+icm+i 一 Emtj Cmtiy (16) 

Ciemtj 十 emtiei = Gij Í i 

YFI<i<m,1<j<m. clo) 的 中 心 是 天 。 

对 应 于 含 偶数 个 元 素 的 子 集 H 的 那些 en 《 象 $7 中 一 样 定 

X) HAREMA (CCO) 的 偶数 次 元 素 ) AUX CO) 的 一 个 子 代数 

CHO), E K LEMERE 2 一 , 它 由 乘积 rrej (1 Li Lj S 2m) 

和 单位 元 素 所 生成 。 CHO) 的 中 心 了 7 是 K 上 的 一 个 2 MERE, E 
以 1 和 $: 4 


A 全 
È S eremi 十 crema + 2 十 emezm (17) 
为 一 租 基 ,而 适合 方程 l : 
+¢=A(O), (18) . 


其 中 
ACO) = O(ce)O(enn) + +: + OCem)O(eim). (19) 
RIRAOJEO NFEE agn 的 仿制 别 式 (C; Arf[1], 

M. Kneser[2]). 设 “是 一 个 辛 变换 , 合 


ule;) = 5 aije; + 5 bijêmtis 
j=1 j=l 


s ulemi) = 之 cie; + 之 dijem+i. 
如 果 我 们 合 01(*) = QC) ME Al) & Qi 对 于 同一 组 ; 
基 Ces) 的 伪 刊 别 式 ,那么 有 
A(Q:) = ACQ) + p(D(u)), 420) 
LE 


ho ya i * 总 


ibi 


- Œ. E. Dickson[ 1], 206 页 J. Dieudonné[20]). 对 于 一 个 正 交谈 换 
们 有 De) = 0 5 D(u) 一 1; 此 人 外 ,映射 xz 一 D(u) 是 OK, 
2 到 加 法 重 玉 中 的 一 个 表示 , 使 得 D(x) = 0 的 正 交 变换 <“ 租 成 


OFK, O). RFA EZ FE NKEA DG) = 1. 
.11) OK, O) WAA ERRE 28 7 JE RA, RAER 


a K=F,, 4 二 4 而 » = 一 2 时 G. Dieudonné[4]; 在 ©: Chevalley[11, 
j; 


RRR, RER AR A A RRIT T (PE 
， 使 对 于 上 面 指出 的 例外 情形 也 可 ). | 

N 2) 当 # 之 4 时 ,0;(K, 了 ) PLORAR MER COLNE 

E ASS GREAT, IER OS F ETIEK R E P AEE 
旋 笨 ( 它 是 其 向 量 属于 HWA IE CRÉMRPURAE FAN 

i i 》 À Ri 4 à , 
3) 村 01(K, O) EZH, 我 们 仍然 按照 9 的 指数 ? 分 成 
O 两 种 情形 : a) 如 果 二 1， 在 中 选取 一 组 由 两 个 奇异 向 量 所 粗 
,成 的 基 , 就 可 以 证 明 OF 中 的 短 障 就 是 短 障 (3 L), 其 中 XE K*， 
S “AE 0+(K, Q) 与 K* 同 构 ; b) 如 果 v = 0, 我 们 可 以 在 中 选 


"在 大 上 不 可 绝 。 设 Ki = Klo) 是 将 这 个 多 项 式 的 一 个 根深 加 
，- 贰 天 上 之 后 所 得 到 的 可 离 二 灵 扩 张 , 将 正和 Ki LL 
PETA K 中 的 单位 元 素 ; mE C= E + wy, WE'ERRETR 

À L = + . en, BE CT = + Ent af, 另 一 方面 ， Re 


va Ce a e D(u) = E (caricz + Bod bé) (21): 
Cs Oca) 一 ay (ceo) = Bi) Æ x BIKER (Dickson) 不 变量 


‘OK, Q) 前 一 个 指数 2 FR, RR E DER ATTE ERLE . 


， 20 一 21 RABAAMEN). 除了 上 面 举 出 的 例外 情形 之 四。 我、 
. 全 和 可 以 征明 每 个 正 奖 变 换 顶 多 是 ”个 正 变 平 延 的 乘积 (F 
Dieadonnt[t9]). 于 是 除了 例外 情形 之 外 ， 正 奖 旋 精 就 是 偶数 个 正 。 
- 效 平 延 的 乘积 的 那些 正 交 变 摘 . $ 6 中 关于 可 用 一 个 旋转 将 互 的 
AFAM EINTE M ER CH OEV AIW ERIRE ` 


AREER 0(x) = 8 EE + afi, ZR HA Ha 


' 


出 ,将 Kı 的 间 位 元 并 保持 不 变 的 施 精 一定 是 单位 变换 3 因为 每 个 


. Hu COX, 0) 都 将 Ki 中 的 单位 元 素 变 到 一个 范 为 1 的 元 素 


Y, 所 以 可 以 把 它 看 作 是 变换 《一 7e, 因此 OÏ(K, f) 与 Ki 中 范 


` l RET 上 RITEAR E. 


、 以 QK, 0) REX 0K, 0) KRFA, 
4) REFR OK, QAR ER PERRA wew) 


、 KER, 也 由 Os HTC RIT AR. TEMS S6, 4) FAT | 
C ADR, REDE K= F, n=4#,v=2 FE PIB U. 


.Dieudonné[4], 45 H). 
从 现在 开始 , 在 未 节 中 除非 另 有 声明 ， 我 们 总 是 将 例外 情形 
K= Fa, n = 4, v = 2 除外 . 
5) Mn > 48,4 0, EREA OS AT, 56,5) 
、 REAR SERRE, ERPE DEN FÉES 


PME s, t, a AT OS 的 换 位 子午 ， Lt | 


tE (C. Chevalley[1]; 54—55 页 )。 
当 nA 时 ，9, 的 中 心 仅 含 单位 元 素 (因此 等 于 0,02) RE 
“ 明 与 $6 中 对 于 特征 数 地 2 的 域 所 答 的 息 明 完全 相仿 ， 此 地 仍然 
”需要 另外 时 险 K = F 的 情形 ， 这 时 需要 研究 相 图 平面 ， 达 就 是 


”9(x) 在 它 上 面 的 限制 对 于 一 组 辛 基 而 癌 是 4 + a+ EME ， 
- 酒 ; ARE PER AAA AP PRE CHA 
C BE K =F, n = 4, v = 2 BRAT). 


6) 对 于 任何 正 交 变 换 « OK, 0), WEATER 

su € CCO) 使 得 “CD = sesa 对 一切 xEB TUE ER À AU 

RAMÈNE OURS: u 是 一 个 施 业 的 充分 必要 条 件 是 是 偶 
BR. REX PME s€ C(9) ER ET = E K, 


到 的 变换 z sxs MAE OK, 9) 的 一 个 变换 . 


CE 征明 与 57, 3) 和 7,4) 中 的 完全 一 样 ， ARRAES. 
i EER. 


对 于 一 个 旋转 .x€ Oz， 象 57 一 样 定义 尼 的 邦子 沙 数 ， glu) €. 


~€ KR; O} EXARRT MRA K/K HERR OGO) LE À 


~ o LE te 
2 RE en ba 
a iin, 


1 Vr 


“r 


P 


KREEK ERTE, TERK OL (K, 0) = 001) 包 有 换 
EFF OK, 0). 我 们 注意 ,当天 是 完备 域 时 (特别 当 玫 是 有 限 
IRI), 0 = 03. 

BA AARRE ERINRAR CERAMR 
FARR) HN SUR A AE 2 72 nr PO GRR EN 
JE AE AA (SSL LEA CRUE). 

7) BP ASE, BEA GRAIN « 都 可 以 
写作 > = so, 长 中 s 是 平面 已 的 一 个 双 曲 变换 (或 旋转 7 而 v eg;. 


各 时 P 是 另外 一 个 双 井 平面 ， 那 就 存在 一 个 变换 w€0, 使 得 o 
wP) = P', 对 于 正 交 变 换 可 以 旬 i8, 2) 中 那样 证 明 这 个 命题 ， 


只 要 指出 正 交 平 延 是 双 曲 变换 即 可 ; 此 外 ， 如 果 * 是 一 个 旋转 而 


Lu = sv, FEP 0 € Qu M S 是 平面 P 的 一 个 双 曲 变换 ,那么 :必须 是 
、 Katete. APN EN DUR S8, 3) PAPERE. 


“8) Wen 之 2 而 v > 1 (例外 情形 天 一 Fn 一 457 二 2 永 


ETS 那么 旋 子 范 数 是 0 EPKK” ERA, TTEN 


MAMA D: RIER 0/0, 与 K*/Kw TEE, 
TAR ss PRERANA. 


， UUM n=4 时 克 黎 福特 代数 的 构造 也 帮助 我 们 研究 于 OK, 9). 

f g (er)i<i<+ 是 一 组 辛 基 使 得 (co es) = Hers of) = 1 T Ken 

`e) #0 对 其 余 的 指标 对 ,分 Ole) =a, Ole) = B, Oles) = 7, 
Qla). =. C+( 有 ) 的 中 核 是 K 和 KE 的 直 和 ,其 中 C=c1es 十 eyey 


TECE C= A, A = ar 二 85 是 2 的 伪 刊 别 式 ; 依照 A 是 否 为 


ERIT 6E'K，7 就 是 随 个 与 K 同 构 的 域 的 前 和 或 是 K 的 一 
、, 个 亲 离 二 次 扩张 ， 根 据 雄 特定 理 , 当 vb = 2 AR a= pE 
5 sy i=) 永远 是 第 一 种 情形 发 生 ; 当 v = 1 时 (这 时 可 通 
:B==38 一 0 而 ay 不 是 形状 PP) MER) 永远 是 第 二 种 情形 发 生 ; 
Lo 0 时 第 一 种 和 第 二 种 情形 都 可 以 发 生 . i 


#57 中 一 样 定义 了 CO) 的 对 合 J 之 后 ， ;我 们 仍然 有 下 面 的 


o NIRA, 它 的 证 明和 特征 数 A 2 的 情形 的 生 明 (5 9, 4)) 一 样 . 


ES) CCO) PAATE E TARER sM uE OF 的 


完 分 必要 条 件 是 N (e) = eel 属于 K. 
由 此 推出 3 0; (K, Q) 5 了 Cr(9) 中 范 数 N(z) = 1 ANNE 
分 别 研究 下 面 几 种 情形 : 

._Lo=2, 这 时 C+(0) 是 两 个 单 代数 的 站 和 ， 宅 们 的 中 心 
G + OK 和 CK 与 天 同 构 ; 第 一 个 单 代数 以 1 + €, eier ese, 和 
j= eee, 为 基 ， 而 第 二 个 单 代 数 以 ele4s, ezesse1c36 = j + ee 
和 ezeit = j 十 e264 为 基 ， 容 易 看 出 ,这 两 个 单 代数 都 和 KK 上 2 级 
矩阵 所 组 成 的 代数 同 构 ,如 果 就 把 它们 看 作 这 个 矩阵 代数 的 话 , 范 
数 N(z) 就 化 为 行 烈 式 ， 于 是 我 们 得 到 和 结论。 

10) 如 果 > 一 2, KEF, HUF OCK, 9 与 直 乘 积 SLAK) X 
X SLK) FC EE E E E 2). 

对 于 - 上 面 所 除外 的 例外 情形 (天 = F,» = 2), 我 们 可 以 证 明 
of 与 C+(9) 中 范 N(1) = 1 的 元 素 上 所 组 成 的 怪 同 构 ， 因 而 与 
SLAF,) X SLAF) 同 构 , 这 时 直 乘 积 中 每 一 个 因子 都 是 6 阶 可 解 
F. 同时 由 (偶数 个 ) 平 延 的 乘积 所 生成 的 王 Q, (J. Dieudonné[ 4], 
45 页 ) 是 of 的 一 个 指数 2 TR, Wi OÙ 的 换 位 子 春 是 O 的 一 
个 指数 2 HER CENTRE, MEL 3 MERRNI 
积 . ， 

H. » 二 1。 这 时 C+(9) 的 中 心 了 7 是 天 的 一 个 可 离 二 次 扩张 、 
可 以 三 明 1, erer, e3e4 及 j = exercses EUR CYCO) 在 了 上 的 一 组 
' i, MARGE CO) 与 了 上 的 2 级 矩阵 所 组 成 的 代数 同 构 ; 
如 果 把 ciO) 就 看 作 这 个 矩阵 代数 ， 那 么 NC) 仍然 化 为 行列 
式 . 因此 有 | 

11) 4v = 1, AK, 9) SẸ SLAT) 同 构 ， 央 而 是 音 
$T 至 少 有 4 个 元 素 ) G 2). 

M. v=0, 上面 已 烃 指 出 ， 这 种 情形 又 可 分 为 两 种 情形 : 

a) A = p(p) 而 pEK, it CHO) 是 两 个 单 代数 的 直 和 ， 
它们 的 中 心 分 别 是 (p + CK F (1 +0 +OK (H A =o, R 
”个 就 取 p = 1); 第 一 个 单 代数 以 p + €, (p+¢)eies, (o+C)eses, 


.79， 


E 


Co 十 《)eiexeiet 为 基 , 宅 与 上 的 四 元 数 代数 41 R A SEA 
RE 
= dB, = y8, iù=iit+e. 
第 二 个 单 代数 以 p + € + 1, Co + € + Lies, Cp +E + 1)ee, 
CoE 十 1)(Celes + cewe) KIE, EEK ERPI TEZA A 同 
构 ,而 4 MIRER 
=a5, F=BY, jjhi= jitp. 
利用 » = 0 这 个 假设 容易 奸 明 ,这 疯 个 代数 郑 是 体 ， 实 际 上 ， 
在 A 中 元 素 xo 十 xii 十 xz 十 as 的 范 是 二 次 形式 
x + pxox3 十 aBy6x? + aBx? + prix: + yo. 
可 是 容易 看 出 ER 
zi = xo + ayxi, 22 一 axl 十 6x， 23 = APXs, zZ; = p% 
之 后 ,这 个 二 次 形式 (除了 深 一 个 乞 量 因子 之 外 ) 等 价 于 
QC) = añ + ziz + yh + Bai + na + 8% 


(sex = = 2 za), 


可 用 同样 方法 讨论 A2, 因此 ,如 果 以 N CA ND 分 别 表 A 
ADMET 1 的 元 素 所 起 皮 的 村 ,那么 9(K，9) 就 与 击 乘积 
M X N; 同 构 , 

b) A 不 是 形状 po) 的 元 素 . 这 时 了 工 是 及 的 一 个 可 离 二 次 
扩张 而 CHO) 是 了 上 的 四 元 数 代数 EDA 1, eier, esei, eicze364 为 
TERR ERI A MIE PER PE, QUE 0 HU 1 + CITÉS. 
这 个 代数 里 的 范 数 仍然 可 以 看 作 是 了 上 的 一 个 二 次 形式 ， 而 这 个 
二 次 形式 (除了 差 一 个 邦 量 因子 之 外 ) 与 0(z) 等 价 。 这 时 仍 由 假 
Bo = 0 推出 0(z) 在 了 上 的 指数 是 0。 实际 上 ， 如 果 有 一 个 向 
x 十 6 使 得 0(x + y) 二 0， 就 可 以 推出 两 个 向 量 x,y 使 得 

- 8(x) = AOC) 及 0(y) = f(x,y)， 由 此 再 利用 仿制 别 式 À 的 
表达 式 即 推出 与 平面 *K 十 yK 正 交 的 平面 中 存在 一 个 E 的 奇异 
向 量 ， 因此, CHO) 是 了 上 的 四 元 数 体 ,而 替 GK, 8) 与 这 个 体 
中 范 数 等 于 的 元 素 匠 组 度 的 全 同 构 . 
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当 n 之 6 时 ,有 下 面 的 定理 (L. E. Dickson[1], J. Dieudonné 4]): 
12) 如 果 n > 6Mv>1, AU 0K, 0) (9 无 亏 数 ) 是 单 

x. 
” KARERE DA $ 0 PAR EEE — REETA 
是 我 们 不 能 避免 利用 这 个 定理 的 一 些 特 殊 情 形 ， 邹 不 仅 要 利用 在 
上 面 11) PAREMAS n=4, v=1 这 种 情形 ,而 且 还 要 利用 一 6, 
D=3 n= 6, v = 2 这 两 种 情形 ， 而 这 两 个 情形 需要 用 到 这 些 


RARE TM H GERE) 看 之 闻 的 同 构 〈 见 第 四 章 


§ 8)， 这 是 由 于 有 二 4, v = 2 这 个 例外 情形 和 我 们 不 能 限制 到 
EM 3 维 子 空间 去 这 件 事实 所 引起 的 。 天 = F, 的 情形 需要 另外 
EE A P 
“此 外 ,这 个 定理 的 证 明 也 三明 了 O(K, 0) (xn 之 6,v 之 1) 
EME THAT MAT TM O,(K, Q). 

最 后 我 们 指出 (ER Of, (Fa, O) = Qim (Fa, 0)， 其 中 
4 = 2 中 元 素 的 个 数 是 

o a INP — Dg Cp De, 
moy = m; 是 

Ca" + INPO — DPP- — 1g, 

如 果 v = m — 1 (L. E. Dickson , 206 H). 


511. & O.(K, Q) 
(K 的 特征 数 等 于 2，9 是 有 亏 数 的 二 女 形式 ) 


我 们 提醒 一 下 ,9 的 亏 数 4 一 定 使 得 > 一 d = 2p 是 偶数 ,而 
且 我 们 永远 可 以 把 0,(K, 0) BEEM Sp, (KR) 中 那些 辛 变换 u 
使 得 0(u(x)) + OG) EM KARATA, TMEK KEE 
K 上 的 向 量 空间 时 的 一 个 子 空 间 , 同时 我 们 总 可 以 假定 M 包 含 单 
位 元 素 ;唯一 需要 研究 的 情形 是 M E K 的 情形 ， 这 时 KK 是 非 完备 


“ 域 (因而 是 无 限 域 )， 此 外 ,9 在 前 面 考虑 过 的 功 蕉 空间 E 上 的 限 


AIO: 是 非 退 化 的 ， 因 而 如 果 v 之 1， 则 E 中 存在 E 0 的 奇 弄 向 
量 . 因为 O(K，9)) Æ O,(K, 8) 的 子 本 ,所 以 0K, Q) 的 中 ， 
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i 


vi 


OREHE CS 10). 


\、 Bi 中 的 一 个 向 量 4 称 为 秆 奇异 向 量 , 如 果 Qla) EM; O,(K, 
9) 中 每 一 个 变换 都 将 中 奇异 向 量变 到 中 奇异 向 量 ， “向 量 “为 牢 
奇异 的 正 交 平 延 (第 一 章 $ 16) 称 为 守 奇 异 正 交 平 延 ; 这 样 一 个 平 


a MALEM DNA a= LANTA 


\ 


CP). 


+ D 性 何 正 变 变 换 都 是 正 交 平 延 之 积 . ENTER TR 
KAREE, K ART BE RONI TAA ALTE 
g. Dieudonné[4], 55 H). 


D 当 2p>2 v>, HÉÉRELPENERER ` 


2,CK; DITES T Me SRI SL,(K) 及 由 西平 延 所 
ARE TaK A EK 性 的 方法 相仿 (J nt 55—58 


页) 


:3} F 0.(K, O) (H 2p >2,v> 1 时 ) 是 0.(K， 9) 的 换 位 


LAS FR. “Dicudonné[4], 59—60 Fr BR ÉTREMIR FE 2p 二 4 ， 
之 2 不 能 应 用 ， 为 了 研究 这 种 情形 ， 我 们 希 要 钱 明 ( 拖 上 面 所 引 


的 书 ), 如 果 P,P' 是 El 里 的 两 个 双 井 年 面 , 0, 中 就 一 定 存在 一 


. DREPER B' 的 谈 换 但 是 ,利用 > 一 2 这 个 假 慨 , 只 要 将 狄 多 澶 “， 
Q Dieudonné) [13] ,380—382 RAT RE EME EX — 


T RERA. 这 个 改动 如 下 : 输 了 E CE. COR 
EMRA RARE fle1, e) `= (ess ce) = 1, Fler e)=0 


对 于 其 余 的 指标 对 G< i), RIRAN, 将 在 面 eK + eK M` 
i eK taK CRE RAR IE À RAS PERTE CE 
的 向 量 是 Wh = ue 十 me) 之 积 e 使 得 no) = e + as WE 
a#0; KERZX—A, DERNIÈRE K F8 HRA 个 元 素 le . 
n RGE KRS 3) 使 得 ee Ae EE hmt 
reed ME 


Fer SZ REFERRENURNERSENS | ' 


ESTETI FET TEET RATAREA 


d 


a | je . $ 


Ne 


+ 


巢 , 当 所 研究 的 企 双 线性 形式 或 二 次 形式 证 都 对 非 迷 向 形式 时 ,并 
不 成 立 . 
例如 ,研究 有 理 p-adic 2 Qp, HR 于 是 Q, 上 指数 0 的 x 二 3 
Ro = 4 个 变数 的 非 退 化 对 称 双 线 性 形式 ， 我 们 可 以 求 得 的 一 
HEZE, 使 得 0.(Q,, 力 中 每 一 个 变换 对 于 这 租 基 的 矩阵 中 的 
元 来 都 是 p-adic aM. Eichler[2], 57 R). R Gi O, 中 变换 
n RURA TE u 的 矩阵 的 形状 是 I+ pV , ErP V ÆR p-adic 
数 数 为 系数 的 矩阵 ， 上面 的 注意 指出 G4 是 Ò, DERTTE, 
RATÉ BEN, Gi/ Grn 是 不 仅 包 含 单位 元 素 的 阿 倍 尔 沁 等 ,而 
Ga 的 交 是 On IMAC. Dieudonné[ 111). 与 $ 9 的 精 果 相 比 
园 就 看 出 这 个 情 霄 在 某 种 程度 上 恰好 与 指数 ”> 1 的 情形 相反 . 
对 于 任意 个 变数 的 正 交 芥 Os(K, 力 ， 以 及 特征 数 = 2 的 域 
EMEA OK, 0) HER U,K, f), 我们 都 能 举 四 类 似 的 例 
子 (J. Dieudonné[4]) .此 外 ,$8 中 关于 办 04/0, 和 0,0 Zs 的 辕 果 
-对 于 站 对 非 迷 向 形式 也 不 成 立 ， 例 如 , 衣 K = R( 实 数 域 ) 而 1 为 


定 正 的 , 我 们 就 有 2 = 0}, TÆR R*/RY E2 MR; 我 们 还 可 “ 


以 举 册 有理数 域 Q 上 4 个 变数 的 一 个 息 对 非 迷 向 对 称 双 嫉 性 形 

式 九 写 的 刊 别 式 是 一 个 平方 元 素 , 可 是 对 于 写 而 言 ,对 称 * 一 — x 

不 属于 0, (J: Dieudonnéf 9] ,93 页 ). 我 们 还 可 以 在 域 Q(V 2) 上 

举世 一 个 2 MERR UK, 力 ， 使 得 U3 不 等 于 宪 的 换 位 子 

` 潭 ,这 个 例子 可 与 55 中 的 结果 相 比 较 (J.Dieudonné[10],948 页 ).， 
上 面 的 例子 都 是 在 特殊 的 域 太 上 造 的 ,于 是 ,对 玉 一 个 郁 对 非 

迷 奥 形式 f HEZA OCK, f) CA) 的 构造 基本 上 依 顿 于 基 域 


OOK. 我 们 知道 当 n > 3 T n F 4 时 ， 对 于 一 个 萎 对 非 尖 向 形式 的 
HAR 0+(RR, 有 MR LE LERNE) padie 域 上 3 个 变 


数 的 正 交 孚 的 构造 完全 不 是 这 样 的 . 
从 这 个 声 深 入 的 观点 来 看 ， 到 目前 为 止 所 研 帘 的 域 是 (特征 数 
E2 的 ) 局 部 紧 致 赋值 域 和 代数 数 域 . 关于 第 一 类 域 ， 上 面 对 于 


p-adic 域 所 描述 的 情况 可 以 一 般 化 g. Dieudonné[11], M. Eichler 


` £21,537 A); BT p-adic 域 和 p-adic IRRA w = 3 Fi n =4 这 两 


, : as is. 


` 


种 情形 出 现 ,因为 当 n > 5 ih, KRR EAR PRÉ MER AIRE 
.—# > 1 (E. Wit[1], 40 页 ). 

RERIK TERESA RU D DRE ACTES 
筹 价 理论 (第 一 章 $ 8). 我 们 不 拟 谈 及 这 个 理 葵 的 组 节 ， 只 指出 


! ”这 个 理 葵 的 原则 在 于 研究 将 域 K 扩 张 到 它 的 一 个 局 部 域 Kp (p 是 


友 的 一 个 有 限 位 修 或 无 限 位 置 ) 之 后 从 形式 f 所 得 到 的 二 次 形式 ; 
主要 糙 果 可 以 庄 乏 成 用 “从 局 部 到 整体 "这 个 原则 表达 出 来 ， 例如 ， 
f 的 指数 v 之 1 的 充分 必要 条 件 是 它 对 于 每 个 域 Kp HRAM, 
于 是 就 猜想 对 于 正 交 创 是 否 有 一 个 类 似 的 原则 。 这 个 猜想 在 克 酚 
Æ (M. Kneser) 的 工作 中 部 分 地 得 到 证 实 ， 他 的 基本 千 果 ( 改 进 
了 从 前 狄 多 沽 (J. Dieudonné) 2 用 较 初 等 的 方法 得 到 的 千 果 ) 
是 : Mn > 5 it RERIK LEXR O,(K, f) 的 树 造 与 了 的 指 
Mo ÆX. WUR, à > 5 Tv = 0,8 0, 是 放量 范 数 的 
& On, I 03/0, 5 K*/K® FH EM 0,/(0.02Z DETTE 
ERAMA v = 0 时 , MK LIEZAM OK, f) 的 构 
造 (根据 $ 9 的 精 果 ,，O4(K, 力 的 构造 化 为 它 的 构造 问题 )， 我 们 只 “ 
能 举 出 当天 是 有 理 数 域 Q， 或 一 般 地 说 ， X KEREDE 
FRA AIRIS AIER, . 这 时 ， 利用 p-adic 域 上 3 FRE 
的 构造 可 以 证 明 ， My=0#, $ OKK, f) #—NEMFR Gr 
的 降 链 ;而 Gx/Gra 是 阿 倍 尔 大 同时 Gk 的 交 挫 仿 单 位 元 来 a. 
Dicudonnél uh. 
我 们 指出 , 克 醋 塞 (M. Kneser) Y BARREAU 
到 类 似 的 结果 . 


$ 13. 类 似 变换 一 GUK, f) 


EE 我 们 局 限于 天 是 域 的 情形 . 设 人 和 7 分 别 是 一 个 类 似 变 的 
uk GUs(K, 力 的 行 烈 式 和 乘 子 ， FAN $ 9. 的 关系 式 (23》 
就 得 到 
aar 
' 如果 n 二 2m 十 1 是 奇数 ， #A=r Fear 
. CE ; 


r = pp, 由 此 推出 hu'u EU,CK, f), W hu 是 位 似 变 换 x 一 xp; 这 
时 .GUa(K, 了 ) RIDER Za ME UK, f) BIRER (kit 
来 ;不 是 直 乘 积 ). 对 于 六 FAC + 2 HIK 上 的 正 交 草 ， 4ni 
Bhi TE GO 天: f) Z, FIERTE OSK. f) MERIR ($6, 2)). 

AR n = 2m 是 偶数 ,我 们 可 以 写 A = pr, pp = 1; 使 
得 人 = r” KRME CUK, f) H—TIEM TA GUIK, 
P) EEH TRH DÉC AE J A 1t, AUK, fr 
存在 行列 式 等 于 学 数 为 1 ETTR ARE GU, / GU} 
与 太 中 范 数 为 1 MR D AT FI, 

根据 上 述 , GU, 中 类 似 变换 的 乘 子 春 MC) 与 GUY PME 
换 的 浅 子 看 相同 。 此 外 , RE fa Æ f BEATER K ERCE A 
2(m 一 >) 个 变数 ， 参 考 第 一 章 $ 11)， 我 们 就 有 MG) =M). 
特别 ， ITER, A MO) = K*; ARK, M = m t} M)=K* 
WRI. 当 n = 2m 是 偶数 而 上 是 移 对 非 迷 向 形式 时 7€ MCF) 的 
袍 造 一 般 说 来 并 不 知道 . 我 们 只 能 证 明 g Dieudonné[21]) MCF) 
是 Ko(J 的 不 变 域 ) 中 形状 aa! + (1) Abb KTERE 
NCA) HF, TA MG) ENCA). 然而 ,如 果 六 是 代数 数 
域 ， 我 们 可 以 把 NCA) HTE MP) 完全 鹿 划 出 来 ( 见 上 面 引 的 
XR), 无 论 对 于 酉 全 (J +1) MEARE. 

关于 正 交 类 似 变 换 至 COK, f) CFE A 2 HRK EH), 
仍然 可 以 用 克 歼 三 特 代数 来 研究 类 似 变 换 (M, Eichler[1,2]) .对 于 
RRP r。 的 类 位 变换 以 及 王 中 候 数 个 向 量 的 乘积 xa r 
CE ERA CO), Green) = rate) ulah) 我们 可 ' 
以 证 明 这 个 定义 与 将 这 个 元 这 分 解 成 E 中 向 量 的 乘积 的 FAG 
关 ;还 可 以 证 明定 义 在 CO) 中 的 映射 站 是 这 个 环 的 一 个 自 同 构 . 
当 n= 2m 时，w 是 一 个 计 接 类 似 变 换 的 充分 必要 条 件 为 2 将 
Cef), 的 中 核 工 中 的 元 未 保持 不 变 ; 这 时 名 是 一 个 内 自 同 构 = 一 
D suzsa s ER s, E C+( 有 ) 中 的 一 个 元 索 , 除了 一 个 属于 的 因子 
之 外 是 崔 一 确定 的 。 此外. sl BFT, MA mE, ERF 
K. 


“第 三 章 OZR UTARI E 


$1. 射影 几何 的 基本 定理 


可 互 和 克 ' 分 别 是 两 个 体 玉 和 K 上 的 同一 条 数 = 的 两 个 右 疝 
量 空间 .如 果 玉 和 太 ' 是 同 构 的 ,那么 从 E 到 E 上 的 一 个 一 一 中 线 


,性 卫 射 就 诱导 出 从 射影 空间 P(E) 到 射影 空间 PCE) 上 的 一 个 二 


一 映射 5， 而 地 将 每 一 个 射影 线性 流 形 都 映 到 同一 维 数 的 一 个 射 
RARES. “射影 几何 的 基本 定理 "就 是 这 个 性 质 的 省 . és 


“说 ,就 是 : 


‘15 RP EÁ PCE)A PCE’). 上 的 一 个 个 一 二 映射 使 得 PCE) 中 


ERR ENEK IADI PCE) 中 在 一 条 直线 上 的 三 点 ,名 
乏 ; 知 果 sm 之 3， KRK 同 构 耐 p = =4, RE aE 上 


的 一 个 一 一 中 线性 映射 . 

” 首先 指出 ,从 假 届 可 以 推出 ,对 于 维 数 p < ” 一 的 任意 射影 
HAVE V, POV) 仍 是 维 的 射影 线性 流 形 ， 实 际 上 ,如 果 .aiK 
Qip +1) É PE) 中 生成 V 的 射影 无 关 的 点 ,那么 显然 


… PORTER PRE p + 1 个 点 所 生成 的 射影 线性 流 形 V' 之 
中 ,而 且 这 些 点 是 射影 无 关 的 ;否则 将 (ai)1cicpri FRE ROLE 
” Caii ZH, P(E) 中 g(aiK) 这 + 个 点 就 会 生成 一 个 稚 数 


Ka 一 1 的 射影 钱 性 流 形 ;这 与 假设 pCP(E)) = P(E) 相抵 触 。 
因此 ,如果 p(y) 不 等 于 V', 那 么 V' 中 就 有 一 点 , 它 是 不 属于 Vy 的 
一 个 点 < 玉 在 ?之 下 的 象 ;由 站 和 < 天 所 生成 的 p 十 1 维 流 形 六 在 


.之 下 的 象 就 包 在 V' 之 中 ,而 V' E p Eh, 这 又 和 刚刚 证 明 的 吉 


SAR, 
` 现在 研究 已 的 一 组 基 (ci)i<,s。，P(E) 的 三 个 点 ciK， ezK 和 


l a enK 以 及 它们 在 PCF) 中 的 象 eK = g(aK), eK = g(esKk); 


$86 . 


kas 


eK = plenK); 首先 , ei,ei,e; 在 E' 中 线性 无 关 ， UDAH eK 
和 eK 所 生成 的 射影 直线 , 以 D' = p(D) 表 它 的 象 , 以 F 表 DD 和 
eaK 所 生成 的 射影 平面 ,以 F = p(F) RER. FRAGTD 
的 每 一 个 点 都 可 唯一 地 表 作 Ceia 十 czas + e,)K, 于 是 就 可 以 将 
刀 在 下 中 的 补 集 与 向 量 空间 L = eK 十 eK RAE; FRET 
忆 的 射影 直 绊 就 对 应 于 工 中 的 一 条 直线 ， 而 下 中 两 条 交 于 刀 中 的 


` 直线 就 对 应 于 工 中 两 条 平行 直线 〈 即 可 用 一 个 平移 将 其 中 一 条 变 、 


浊 另 外 一 条 ). 类 似 地 可 以 将 D' 在 F 中 的 补 集 与 向 量 空间 L = 
= elK + eK 艇 为 同一 ,这 样 由 P 就 得 到 一 个 从 工 到 L 上 的 一 一 | 
映射 g, CREAREA HNR TIEREN FITER, 
同时 还 具 性 质 : g(0) = 0, glei) = ei, gle) = eP, 

这 样 ,下 面 的 两 个 图 就 指出 , 葵 了 玉 中 两 个 元 来 a, B, 借助 于 
在 工 中 画 平 行 线 ， 我 们 就 可 以 将 元 素 a + B 和 aB 作为 ciK 上 的 
点 的 横 坐 标 而 得 到 (图 1 和 图 2). , f 


G eh € er Te 0) 
图 1 


于 是 我 们 可 以 写 gleif) = ei, M E — E 是 从 及 到 及 上 的 
一 个 一 一 映射 具 性 质 ( + m)° = € + n° RCE = En, RE 


”之 ,是 从 KK 到 KK' 上 的 一 个 同 构 , -此 外 ,因为 工 中 连接 e F ef 69 


TERSIERE e, 和 ,的 直线 下 : 行 ,所 以 gle£) = 66°; 最 后 , 工 中 


AIR ea 十 eB 可 以 通过 eia 和 e2B 分 别 作 与 e 和 ei 平行 的 直 和 线 


1) 如 果 任意 选取 e'i, 这 件 事实 并 不 一 定 成 立 ， 但 是 ,一 旦 选取 了 e's, 我 们 便 可 
PCR) hE e'i 使 得 Pei + en)K) = (e'i + e'n)K 而 且 适 合 这 个 条 件 
< 是 唯一 确定 的 (1<i<n 一 1). 更 进一步 ， ETAREN Ple: + e)K)= 
”三 (ei 十 eK 对 任意 1<Ki< jm — RARE 


*,87 * 


得 到 ,因此 g(eia + eB) = ola’ + ciB", 于 是 8 是 一 个 (对 于 同 构 
o 的) 从 工 到 工 ' 上 的 牢 线 性 映射 . 


(4 CLS E gep 


271 
图 2 


对 于 PCE) 中 任何 一 对 点 (eK, ejK) AT DE ARS. 
如 果 w 是 由 xu(ei) = el Si < n) 所 定义 的 一 个 对 于 6 的 从 开 


到 E" 上 的 件 线 性 映射 ,而 是 对 应 于 它 的 从 P(E) 到 P(E) 上 的 ， 


映射 ,那么 ap 就 是 从 P(E) 到 它 自 身 之 .上 的 一 个 映射 而 将 天线 
- 变 到 革 线 并 且 将 连接 任意 两 点 eK, ejK 的 直线 上 的 点 保持 不 变 ; 
.由 此 对 妇 施 行 归纳 法 郎 可 推出 ， 这 个 变换 将 任意 p + 1 个 点 eK 
“所 决 宇 的 少 蕉 线性 流 形 上 的 点 保持 不 变 ; 当 上 = ”一 工时 ,就 得 到 
P=4, 

FEELT hu FAGE: 

2) BPM PE) 到 PE’) 上 的 一 个 一 一 映 入 使 得 每 一 个 
p hs (p 是 1 到 n—i Lie DERO PE E 


TR aus RER p>2, 我 们 


AJMRE KERIA. REENA p 一 工 维 线性 流 形 了 在 
外 之 下 的 象 包含 在 一 个 一 工 蕉 线性 流 形 里 就 行 了 . 
注意 ,V 是 包含 它 的 一 切 P 称 流 形 的 交 , 而 这 些 流 形 在 ?之 下 
. 88- ` ý 


E 


药 象 不 可 能 都 包含 在 同一 个 弓 维 流 形 里 . BUR IREA p(P 
《E)) E PCE’): WẸ W, A W, d P ENEE V = Wi N Wa 
而 且 p(W)CWi, PW) C WV， 其 中 Wi A W, ERAR P 
维 线 性 流 形 ,那么 PCW, N W, 由 此 即 可 推出 我 们 的 浙 首 . 
MCE = E' 时 ,前 面 的 这 些 定理 几何 地 刻画 了 五 的 直射 变换 ， 
ENE PTL,CK) 中 的 元 素 。 当 n 二 2 时 ,这 些 定理 显然 都 不 成 立 . 
我 们 可 以 用 下 面 的 性 质 来 列 划 直射 变换 (或 对 射 变换 ), 即 将 等 于 K ， 
中 一 个 钱 不 为 0 又 不 为 1, 但 被 相应 的 自 同 构 (或 反 自 同 构 ) 不 变 
的 一 个 中 心 元 素 的 交 比 保持 不 变 这 个 性 盾 (G. Ancochea[1], 华 罗 
H[7], R. Baer[3]，78 一 93 EH), 
H n > 3 ij, i E’ 取 作 E BIRB. 那么 基本 定理 也 齐 划 了 对 
射 变换 。 


$ 2. 保持 “ 粘 切 "的 变换 


L 格拉 斯 曼 (Grassmann) 空 间 中 的 变 澳 

仍 过 用 $1 的 符号 ， 设 GE) 是 PC) 的 了 蕉 射影 线性 流 形 
所 组 成 的 集合 (0 < r <ni), RIE GE) = P(E); 当 
+ >0 时， 我 们 说 GE) 是 巨 的 指数 r BORRA, MES 
"上 的 一 个 一 一 御 烤 性 变换 (如 果 它 存在 , 也 就 是 如 果 天 和 天 ' 同 
构 ) 定 义 了 从 GLENA G,(E) 上 的 一 个 一 一 变换 (zw 是 $1 中 记 
作 云 的 变换 )。 此 外 , 当 27 = x 一 2 时 ,可 按 以 下 方法 定义 另外 一 
个 从 GE) 到 G,(E*)(E* 是 的 对 侦 空 间 ). 上 的 一 一 映射 PCE) 
中 每 一 个 维 数 > = (> 一 2)/2 的 射影 线性 流 形 了 都 可 以 写作 了 一 
=P(W), W 是 已 的 一 个 十 工 = za/2 蕉 的 向 量子 空间 ;让 灰 对 
应 于 ES 中 在 W 上 零 化 的 狼 性 形式 所 和 组 成 的 “ 正 交 ”向 量子 空间 
， 于 ”( 将 到 "看 作 及 上 的 左 癌 基 空间 ,或 天 " 上 的 右 向 量 空间 ) , W 也 
是 za/i 纵 的 ,我 们 合 wr(F) = PCW'), 则 PCW) 是 PCE*) 中 的 7 
EST GRR EHETE. i 
”我们 要 象 射影 几何 的 六 本 定理 刻 划 à — PER JLT” e 


“ 89 . 


~ 


变换 元 和 ,而 关 0。 为 此 引进 CCE) ANNEE Vo Va 435 


” 术 距 离 这 个 构 念 . 如 果 Vi N Vi 的 维 数 是 > — 2,02. Vi fn V 的 


算术 距离 就 是 ,:; 这 也 等 于 说 包含 V 和 Va 的 最 小 线性 流 形 的 
休 数 是 + :两 个 > 灯 钱 性 流 形 V1,V; 称 为 相 粘 切 ,如 果 汪 们 的 
算术 距离 是 1。G,(E) 中 两 个 线性 流 形 Vi, Va 的 算术 距离 也 可 以 
定义 为 最 小 的 正 整数 * 具 性 质 :G,(E) 中 有 :十 1 个 线性 流 形 的 有 
RBU) 存在 使 得 U, = Vas Urs = Va 而 U; 和 Uin 相 粘 切 对 


FISi: 


， 最 后 的 注意 指出 ,如 果 9 是 从 GCE) 到 G,(E) 上 的 一 个 一 
映射 ，. 那 么 和 9 一 将 任意 两 个 相 粘 切 流 形变 到 相 粘 切 沪 形 与 9 
将 任 富 两 个 流 形变 到 其 相同 算术 距离 的 两 个 流 形 是 等 价 的 、 下 面 


的 定理 输出 所 要 求 的 刻 划 右 法 ( 周 粮 自 [1]): . 
- 当 4 之 3 而 0<r<n 一 2 时 ， 从 GE) 到 G,(E') 上 的 任意 


”一 个 将 两 个 波形 变 到 具 相同 算术 距 ; 离 的 两 个 流 形 的 一 二 变换 一 定 | 
， 是 形状 元 的 变换 如果 2r En 一 2, 其 中 是 从 E 到 Er 上 的 一 个 


ne 如 果 2r=n—2,p 一 定 是 形状 ü, 的 变换 或 形 
kz vow, 的 变换 ， 其 中 ?是 从 E* 到 EE 上 的 -个 一 一 中 线性 映射 
RATER AU TEMPS + COTE 
~ a) 我 们 研究 G, (E) 中 两 两 要 粘 切 的 r MARIANNE, 
并 且 钙 明 这 样 一 个 集合 或 者 由 包 全 全 同一 个 7 一 1 稚 线 性 流 形 的 全 体 
+ 礁 线 性 流 形 所 和 组 成 〈 第 一 类 集合 ) 或 者 由 包含 在 同一 个 > +1, 


”共和 线性 汶 形 中 的 全 体 ”维和 弱 性 流 形 所 和 组成 (第 二 类 和 集合). 


D) 第 一 类 极 大 集 在 9 之 下 的 象 是 GE') 中 的 一 个 极 大 集 , 它 
可 以 是 第 一 类 的 ,也 可 以 是 第 二 类 的 .可 意 如 果 对 于 一 个 第 一 类 极 
KEN, PRIME KA, HZ. G,《E) 中 任何 另外 一 个 第 一 类 极 
KRM, EPZ FHRA 是 一 个 第 一 类 极 大 集 ， 为 了 证 明 扩 一 点 ， 
我 们 只 需要 研究 观 和 ,对 应 于 两 个 相 粘 切 的 + 一 1 维 线 性 流 形 的 
情形 ;这 时 NN Ni 只 合 一 个 元 来 ,可 是 如 果 一 个 第 一 类 极 大 集 和 


| 一 个 第 二 类 极 大 集 的 交 是 非 宏 的 LEP SAR. c” 


c) HRT. a) 中 所定 义 的 极 大 集 之 后 , Mb) BRE AKHA — 


. 9. 


个 从 集合 GE) 到 GEN 或 Gn(B') 上 的 一 一 映射 pl 存 
在 ;此 外 ,两 个 r — 1 HEr + 1 MODÉRER ET ENT 
相应 的 极 大 集 有 一 个 公共 元 素 ; 由 此 推出 p 和 pr 将 两 个 相 粘 切 
的 流 形变 到 两 个 相 粘 切 的 流 形 。 


d) 如果 2r 夫 xz 一 2， 由 此 就 推出 1 将 GE) 变 到 GE’. 


` 实际 上 ， 如 果 2r < — 2, 两 个 > 一 1 维和 线性 流 形 的 算术 距离 项 
多 是 +, 可 是 两 个 + 十 1 维 线性 流 形 的 算术 距离 可 以 等 于 7 十 1; 同 


样 , 如 果 24 > 一 2, 两 个 + 十 1 礁 线 性 流 形 的 算术 距离 顶 多 是 . 
-天 一 + 一 1, 可 是 存在 两 个 + 一 工 维 线性 流 形 其 算术 距离 至 少 等 于 ， 


2 一 r， 如 此 递 推 下 去 ,我 们 就 定义 了 从 PCE) 到 P(E') 上 的 一 个 
一 一 映射 少 使 得 %(7) = POV) 对 P(E) 中 一 切 了 共生 性 流 形 ; 利 
用 $1 中 和 结果 2) BDT] HEAR, 

D 如 果 2r = n 一 2, 而 9 将 一 切 第 一 类 极 大 集 痢 映 到 第 二 关 
极 大 集 ， 那 么 pow 就 将 P(E*) 中 一 切 第 一 类 极 大 集 都 映 到 
”P(E) 中 第 一 类 极 大 集 , 再 利用 前 面 的 辐 果 朗 可 以 完成 证 明 . 


53. 保持 粘 切 的 变换 


IL 迷 向 流 形 空间 中 的 变换 


` MERE LETAIS, TKR RRE NENI 
”性 形式 f(x, y); 如 果 天 的 特征 数 =2, 我 们 更 假定 了 是 一 个 跳 形式 
(第 一 章 $ 10)。 此外， 假设 f 的 指数 > + 1 至 少 等 于 1, 我 们 说 
P(E) 中 的 一 个 线性 流 形 了 是 迷 向 的 (或 全 迷 向 的 ) ,如 果 宅 可 表 成 
形状 PW), ERWEE (对 于 形式 的 ) 的 一 个 迷 疝 (或 全 迷 问 ) 
子 空间 ;我 们 以 N,(E) (或 N,) 表 了 P(E) 中 。 稚 全 迷 向 流 形 的 集合 . 
一 个 个 类 似 变 换 wxE TU。(K， 用 显然 定义 了 一 个 从 ,到 它 自 身 之 
上 的 一 一 变换 却 ， 现 在 仍然 要 几何 地 齐 划 这 些 变 换 , 我 们 由 F’ 
ASE, XDEAKUT $ 2 中 的 定理 GRRL], J 
Dieudonné[ 8]). 
当 2<r< j]: M (BE n > 6), 从 NB 到 电 自 与 之 
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上 的 一 一 变换 p, 如 具有 性 盾 P 和 9 将 任意 两 个 本 类 切 的 波形 
BASS RE, LA :为 形状 去 ,其 中 u 是 一 个 全 类 类 从 3 
à | 
” HERMAIRAREMTERÉMIR 第 一 章 5 11) RENT 
面 黄 个 引 理 : 

a) R Va, 7 是 两 个 同一 维 数 *< > 的 全 这 向 流 形 ， HAE 
两 个 最 大 维 数 r 的 全 迷 向 流 形 W, W ETE ViCW:, ViC Wi 而 
WiN W; = ViN Va 

D) Vis Va 是 两 个 同一 礁 数 s < r BORDER RS ENS 
的 交 的 维 数 是 。 一 :， 炙 么 存在 一 个 ;办 爹 迷 向 流 形 的 有 限 爸 列 
Wrictert 使 得 Wi= s Ker = V ME We 和 Wen 相 粘 切 对 
1<R<£, 

象 在 $2 中 一 样 ， 我 们 仍然 研究 两 两 相 粘 切 的 HART 
的 极 大 和 集 ， FLAN FANKE: 

Ò ARR A Fr 一 1 维 的 全 迷 向 波形 的 一 

0 r 蕉 全 迷 向 流 形 所 钥 成 。 


d) 因为 极 大 集 在 P Gp) 之 下 的 象 仍 为 极 天 集 ， 因 证 依 


c) 可 以 定义 一 个 从 > — 1 A NENES 
之 上 的 一 一 映射 Pı 和 ，( 利 用 a)) TARP qi AT pr 将 两 个 


PE RE ee 流 形 ， 而 且 包 含 在 同一 个 + 准 会 


迷 向 流 形 之 中 的 > 一 1 HEADER 5 在 8: 之 下 的 象 是 包含 在 
PO) 中 的 > 一 1 稚 全 迷 向 流 形 . 
e) 对 于 稚 数 ， 递 推 下 去 ,我 们 就 能 定义 一 个 从 NEREA 


身 之 上 的 一 一 喘 射 p,_, 使 得 这 个 映射 和 它 的 反映 射 都 将 现 个 相 、 


粘 切 的 流 形 变 到 相 粘 切 的 流 形 。 当 s= 0 时 E 
» P(E) 的 迷 向 点 的 集合 NCE) 到 和 宛 自 身 之 上 的 一 一 映射 g = 

”这 个 映射 具有 性 质 : 如 果 VV 二 了 (WW) NE 5 Cr naam 

流 形 ,那么 中 的 点 在 各 之 下 的 保 的 集合 olV) 就 是 pi(P)、 于 

是 + > 2 这 个 假 疏 就 使 我 们 可 以 应 用 射影 几 笨 的 基本 定理 (§ 1), 

因此 如 果 对 于 任何 > 维 全 迷 向 流 形 V SPW), & at) = 


i 
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P(B) ,那么 8 对 于 及 的 限制 就 旦 形状 ia 的 映射 ,其 中 zw EAW 
到 8 上 的 一 个 一 一 第 厂 性 映射 此 外 ,对 于 N,(E) 的 一 切 流 形 
,对 应 于 映射 uw 的 天 的 自 周 构 除了 可 能 盖 一 个 内 自 同 构 之 外 是 
同一 个 自 同 构 ， 因 此 对 于 一 切 V € NCE) 都 可 以 过 取 同 一 个 自 
局 构 。 这 只 要 先 对 两 个 相 粘 切 的 流 形 Vi, V2 来 证 明 , 然后 再 应 用 
b) ET. 

Mn 是 偶数 而 了 是 交 销 形式 时 ,我 们 有 NCE) = P(E) ,那么 
8 是 从 P(E) 到 写 自 身 之 上 的 一 个 映射 ,而 具有 性 质 : 将 两 个 (对 
于 有力 正 交 的 点 映 到 两 个 正 交 的 点 ; 四 为 PE) 的 任何 一 个 超 平面 
都 由 与 它 的 一 个 点 正 交 的 一 切 点 所 租 成 ， 所 以 8 将 每 一 个 起 平 面 
映 到 超 平 面 , 因 之 射影 几何 的 基本 定理 指出 g = m, 其 中 «是 一 个 
从 五 到 它 自 身 之 上 的 牢 线 性 映射 ， 在 巨 中 选取 一 组 辛 基 ， 再 把 x 
将 小 个 正 交 向 量 映 到 两 个 正 交 向 量 的 条 件 写 出 ， 就 容易 推出 * 是 
一 个 全 类 似 变换 。 

f) 在 一 般 情形 ， 我 们 研究 NCE) 的 两 个 没有 公共 点 的 流 形 
Vis Vas FEIU, 是 由 定 们 所 生成 的 2 十 1 蕉 射影 线性 流 形 。 我 们 
首先 证 明 ,如 果 Uo = P(Wo), 那么 存在 一 个 从 Vo 到 已 的 2r 十 2 
蕉 子 空间 上 的 一 一 个 线 性 映射 vo, 使 得 对 于 任何 迷 向 点 x€ Uo， 
我 们 有 D) = g(x)( 周 烧 良 [1], 471). 在 P(E) PEN 
增 的 射影 禾 性 流 形 领 列 Uo,U1,… Unea P Ura 是 从 Ur 添 
二 一 个 不 与 U4 正 交 的 迷 向 点 而 得 . 于 是 我 们 可 以 证 明 , 如 果 Uk = 
PCGYS， 那 么 可 以 用 归 物 法 定义 一 个 一 一 牢 狼 性 映射 的 叙 列 wm， 
v19 Sy Vw-2rz 一 2 使 得 vi 定义 在 Wi 上, veu 是 vr 的 拓展 ,而 对 
任何 迷 向 点 x€ Ur 我 们 有 Dl) = g(x) (J. Dieudonné[ 8], 293 
一 299 页 )。 那么 从 E 到 写 自 身 之 上 的 一 一 中 线性 映射 x 就 使 
FE) = CV) 对 NCE) 中 的 每 一 个 ;此 和 詹 , 由 一 个 不 是 双关 
向 的 迷 向 惠 效 只 包含 -个 迷 向 点 这 个 性 质 所 麟 划 ， 即 可 推出 它 是 

同样 狂 盾 的 一 条 示 缕 在 元 之 下 的 象 ， 那 么 可 以 证 明 ,z 将 两 个 正 交 

向 是 变 到 两 个 正 交 向 量 ; 于 是 证 明 的 最 后 一 部 分 就 和 e) 中 的 征明 
完全 一 样 了 。 
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EE. 1) 我 们 不 仅 可 以 研究 从 NE) 到 只 自身 之 上 的 保持 


粘 切 的 变换 ， 而 且 可 以 更 一 般 地 考察 与 巨 的 维 数 相同 的 另外 一 个 
空 关 ,定义 在 E'X E 上 的 一 个 非 退 化 的 ， 厄 米 特 或 反 厄 米 特 
的 ,与 了 有 相同 指数 > 士 1 的 秆 双 和 线性 形式 , 并 研究 从 NE) 到 


NCE’) 上 的 一 一 变换 p, 而 Pp 和 它 的 化 都 保持 粘 切 关 邓 不 变 。 和 


上 面相 同 的 证 明 指出 ,E, E’ MIEI K,K' 应 该 同 榴 ;而且 史 = ün 
其 中 4 是 一 个 从 E 到 E' 上 的 一 一 第 线性 映射 而 且 使 得 了 (uC*)， 


uly) = p(f(x,y))"，o 是 对 应 于 * 的 从 KK 到 KK' 上 的 合 构 而 是 


K' PARRER. 
2) 上 面 的 论述 容易 推 到 K 是 特征 数 等 于 2 HR, EE ER 
Ber 十 1 之 的 无 亏 数 的 二 次 形式 这 个 情形 ; 如 果 把 P(E) 中 的 


MRR EYJU V = PCW) 称 为 奇异 流 形 ,其 中 态 在 E 中 (对 于 8 而 . 


雷 ) 是 奇异 的 ,那么 本 节 开 始 所 叙述 的 基本 定理 仍然 成 立 , IDE AS 


， 钙 明 除了 锯 要 将 全 迷 向 流 形 用 奇异 流 形 代 检 之 外 并 不 需要 加 以 改 | 


Æ (J. Dieudonné[8]), x 
+ 3) 上 面 在 7 之 2 这 个 假发 下 延明 的 基本 定理 当 > = 0 时 并 


.不 成 立 ， 因 为 这 时 N,(E) 中 任何 两 个 流 形 都 自然 满足 " 粘 切 ”条 
件 ; 当 下 是 域 而 f 是 对 称 双 线性 形式 时 定理 对 于 + = 1, = 一 4 这 


个 情形 仍然 不 成 立 ,这 可 从 下 壕 素 实 推出 ;这 时 N,(E) 是 两 个 子 集 
N; CE) 和 NT(E) 的 余 集 ,而 属于 它们 之 中 任意 一 个 的 两 个 流 形 永 
不 相 粘 切 ,可 是 N+ 的 一 个 流 形 和 N, 的 一 个 流 形 永远 相 粘 切 (“二 
灵 曲 面 "的 母线 的 古典 性 质 , 见 第 一 章 $ 6 及 本 章 $ 4)。 任 何 一 个 
RENE 中 流 形 任意 互相 变动 同时 将 N 中 流 形 任意 互相 变动 的 变 


换 p 痢 适 合 定理 中 的 条 件 ， 我 们 不 知道 当 7 = 1 时 定理 在 其 余 铺 ，、 


形 是 否 成 立 . 
4) 周 粮 良 的 结果 包括 华罗庚 以 前 证 明 的 用 和 矩阵 花 表 述 的 定 
理 ( 昂 华 罗 康 [1,2,4,6]) 作 为 特殊 情形 9。 例如 ,考察 E 是 偶数 2m 


1) 华罗庚 的 讨论 是 从 炬 康 几 何 的 仿 射 形式 出发 ,讨论 TERREI HERR 
,几何 的 射影 形式 。 HARR 丁 短 阵 几何 的 射影 形式 ,从 射影 形式 推 念 射 形 
， 式 似乎 不 很 直接 一 中 者 计 . 
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d 


” 的 对 称 和 矩阵 的 差 Zi 一 Z 的 秩 


蕉 的 空间 而 f 是 交错 形式 ( 因 之 天 是 域 ) 的 情形 。 届 (ei)igiezm 是 
EE 对 于 这 个 形式 的 一 组 辛 基 ; 为 了 保持 华罗庚 文章 中 的 符号 ,分 
PRAES EEA Ce) 中 的 坐标 所 组 成 的 1 行 2m 列 的 矩阵 
相应 ， 而 对 于 王 个 向 量 m1, ce, zm， H (X, Y) RA z; 作为 行 癌 


` 量 的 m AT 2m 列 的 矩阵 ,而 X 和 YY 都 是 AE, AR 2, ce, 
‘zm 是 另外 闫 个 向 量 ，(X ，Y ) 是 它们 所 对 应 的 矩阵 , FT DAS RER 


PE (f(zi, 2) 就 是 í E 
F(X,Y, X’, Y’) = (X, Y) (a UE) 

表明 m ME x; 两 两 正 交 的 条 件 可 写成 矩阵 形状 : 

F(X; Y, X,Y) =0., — D 
此 外 ,由 a; ERA CAR Ii) PAW AHERE m HITE AEREE 
EREC, YARRA m., 当 一 对 me SR RE À RER PES 46 
罗 庚 把 它 称 为 一 个 对 称 偶 ;如 果 Y 的 秩 是 mw， 那么 条 件 (1) 就 可 以 
EGE (YTX) = (YX), RHR YIX 是 对 称 和 矩阵 、 两 个 对 
称 偶 (X,Y),，(XubYu 定 义 同一 个 全 迷 向 子 空间 的 充分 必要 条 件 是 
存 企 一 个 闫 级 可 道 方 际 使 得 (Ki Y) = OX, Y); H YA Y, 可 
道 时 ,从 这 个 条 件 就 推出 YEUX, = YIX 空间 N,(E) 可 以 看 作 是 
对 称 偶 关于 上 面 这 个 等 价 关系 的 等 价 类 的 集合 , 也 可 以 看 作 是 m 
级 对 称 矩 阵 的 全 体 "“ 加 上 ” (对 应 千 不 可 赣 的 矩阵 Y 的 ”无穷 远 元 
素 " 所 得 到 的 集合 。 此 外 ,我 们 可 以 总 明 , 如 果 下 = P(W), V= 
二 POW1) 分 别 对 应 于 两 个 对 穆 偶 (X,Y) ,Xi 了 ,那么 和 Vi 的 
算术 距离 就 等 于 方 阵 F(X, Y, Xi, Yi 的 秩 (或 等 于 它们 所 对 应 
s 如果 Y 和 Yi 都 可 省 )， 利 用 这 些 定 
理 自 然 容 易 解 释 周 烘 良 的 定理 ;我 们 有 兴趣 指出 ， 用 和 矩阵 语言 
换 9 可 以 用 “ 非 齐 次 坐标 ” f 

Z — a(4Z° + B)(CZ° + D) 
BH, Hp 4€ K MAÉ 4,B,C,D ER FARA 
©: A+ ĦB=B "A, C-:'D=D :'C, A ''D—B :'C=I, 


2 


95, 


, 


$ 4 保持 " 粘 切 "的 变换 
IL, SR ST ER (AN) 


仍 采用 $3 中 的 符号 ， 设 玉 是 特征 数 天 2 的 域 ， 是 一 个 对 . 
. 称 双 级 性 形式 , n 是 偶数 而 r EPERRAK EH 一 2)/2， 我 们 已 、 


ASIE GÉRÉE $ 6) ， 这 时 空间 N,CE) THEME 0+(K, D (或 
此 在 射影 他 中 的 象 ) 分 解 成 两 个 传递 类 Ni:(E), Nr-(E); 此 外 ,如 


R Vi, Va N,CE) 中 的 两 个 流 形 . 那么 它们 属于 同一 个 传递 类 的 ， 


充分 必要 条 件 是 VO Va 的 维 数 是 形状 7 — 2k 的 整数 人 是 整数 ) ; 
于 是 我 们 说 V, 和 V2 相 粘 切 ,如 果 NV, 是 + 一 2 稚 的 ， 有 了 这 
些 定义 之 后 ,我 们 就 有 下 面 这 个 定理 ( 周 粮 息 [1]): 
H r 之 4 时 ,从 Ni(E) 到 它 自身 之 上 的 一 一 变换 p, 如 果 具 
Teke 9 和 e eeter 切 的 流 形 变 到 网 个 相 粘 切 的 波形 ， 
:变换 


集 ,并 陆 秆 外表 以 下 雍 性 项: 

”a) 一 个 航 大 集 由 N+(E) 中 与 N>(E) 的 同一 个 流 形 交 于 一 个 
z 一 1 维 流 形 的 全 体 流 形 所 粗 成 (第 一 类 极 大 集 ) , 或 由 N+(E) 中 
包含 同一 个 + 一 3 礁 全 过 向 流 形 的 全 体 波形 所 租 成 第 二 类 极 大 
4); 

， b) 第 一 类 极 大 集 在 9 之 下 的 象 仍 是 一 个 极 大 集 , 但 它 可 以 是 
第 一 类 的 或 第 二 类 的 .可 是 ,如 果 对 于 一 个 第 一 类 极 大 集 M, pN) 
是 第 一 类 的 ， 那么 每 一 个 第 一 类 极 大 集 在 9 之 下 的 象 都 是 第 一 类 
的 ; 

c) 如 果 之 4, 那么 第 一 类 极 大 集 的 象 就 不 能 是 第 二 
出 此 推出 ,可 以 将 9 拓展 到 整个 N,(E) 之 上 ,使 得 Pp 适合 $ 3 中 定 
理 的 条 件 , 于 是 只 要 应 用 这 个 定理 就 龙 完 成 起 明 。 


我 们 可 以 如 下 表述 使 得 w, N°CE) 变 到 它 自 身 之 上 的 件 类 - 


似 变 换 s: 容易 看 出 ,如 果 站 是 N° CE) 中 的 一 个 流 形 ,就 存在 一 个 
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将 保持 水 变 而 与 * 有 相同 条 子 和 和 周身 同 构 的 合 类 似 变换 vw， 
那么 ix 就 是 一 个 将 VV D NY(E) 中 另外 一 个 流 形 的 正 交 变换 ， 
因而 一 定 半 一 个 旋 圭 . 

HSE, 1) 我 们 可 以 把 上 和 的 烙 果 推广 到 丙 个 不 同 的 空 寻 卫 ， 
E'I— DIA NICE) E N° E N LARRI p MER CE S 3); 

2) 如 果 天 的 特 > 而 9 是 已 上 的 一 个 只 最 大 指数 的 无 
亏 数 志 次 形式 ,我 个 LACET RER OCK, P) iR 
解 成 琴 个 传 ; HE S 10); EIEEEI 
不 震 要 作 任 何 饶 改 就 可 以 推 到 Ne CASE 

3) 当 r 二 1 和 + 二 RER RER RIRE, 因为 这 时 
Nt+(E) 中 任意 巫 个 流 形 .二 3 也 号 例外 情形 . 
实际 上 ,从 “检验 性 (itia 2" vailey{ 11, HAE) TEL 
HE, RCI ARTE — A 到 NAE) 上 的 一 一 变换 将 两 个 村 
AE ETEA E A Ki 这 样 一 个 变换 就 决定 一 个 从 
NICE) 到 它 自身 之 上 的 一 一 变换 po 而 写 将 一 个 第 一 类 及 大 集 电 
到 一 个 第 二 推出 ,适合 定理 条 件 的 变换 P 的 
.形状 是 或 Pot; 

4) HEAR R HUE HET BAR EI — RERO PR GE 
阵 的 合体 适当 地 添上 “无穷 远 ae pee 

5) 假定 玉 十 特征 数 去 2 HER, K 至 空间 G,(E) 对 站 
n=2r +2 和 一 个 交错 或 对 黎 形 式 f AR NE), XF n=2r+2 
和 对 称 形式 f 的 空间 N+(E) RAAE KREE, RUE 
们 部 能 够 丹 在 一 个 射影 空 胃 5 中 。 在 这 些 条 件 下 ， 周 i RU 
证 明 除了 NICE) 之 外 ， 从 DJEP E À 22 E 49 fE (nf 
vent 生 双 方正 则 的 变 澳 都 是 由 GLCE) 的 一 个 变换 诱导 出 
来 的 .证明 的 想法 是 将 $ 3 训 54 中 引进 的 “ 粘 切 ”概念 翻译 成 
S 中 的 几何 湛 人 ; PLAE G,CE)GR N,CED PAR, Ant 
它们 的 直线 整个 包 合 在 GCE) (或 N,(E)) 中 ;两 点 在 N+《E) 中 相 
HE ,如 果 写 个 落 在 包含 在 N+(E) 中 的 一 个 二 次 曲线 上 。 闭 么 闻 
题 就 化 为 妥 芷 明 所 研究 的 这 些 流 形 的 任何 双方 有 理 而 且 双 方正 刚 
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的 变换 都 将 直 禾 变 到 直线 (或 将 二 次 曲 塘 变 到 二 次 曲线 ); BD 
要 研究 远 些 流 形 上 没有 基点 的 完全 系 业 ， 特 别 是 由 这 些 流 形 的 起 
平面 截面 所 生成 的 系 芒 . 

当 玉 是 复数 域 时 ,在 前 面 的 定理 中 ,我 们 可 以 将 变换 是 双方 有 
理 而 且 双 方正 则 这 个 假 珊 用 旋 是 一 一 的 解析 变换 这 个 假 屋 来 代 
替 ; 这 时 得 旋 的 方法 是 类 似 的 :只 要 将 完全 线性 系 竹 用 同 导 类 代 直 
RAT OMR). 


55. ARR A RHR EAE 


BR LME Æ 2 的 域 ; EEK LME > > 2 的 向 量 空间 ， 
f(x,'y) 是 EE 上 的 一 个 非 退化 对 称 双 线 性 形式 ， 对 于 E 中 每 一 个 向 
F e, f(x,*) 都 是 K 中 的 在 方 元 素 的 充分 必要 条 件 是 KK 为 华氏 域 
(入 就 是 脱 ， 任 意 两 个 平方 元 素 的 和 仍 是 平方 元 素 ) 而 且 互 中 存在 
一 租 正 交 和 集 (ei)1&icn 使 得 jc e) 一 1 对 1 和 ;< 和。 此 外 ,1 为 
稻 对 非 迷 向 形式 的 充分 必要 条 件 是 一 1 不 是 玉 中 平方 元 素 之 和 , 换 
EKETE., 通常 实数 域 上 的 欧 氏 几何 就 是 适合 上 面 这 些 
条 件 的 情形 . 这 些 性 硕 敬 活 记 中 的 “自由 易 动 性 ”我 们 可 以 将 它 
用 下 述 方 式 表 壕 出 来 :假定 玉 是 APIR RIERA $ HS 

ARAE i MAA (diae BRIEL- NEA 


(Hi)ickci s 而 Hi 是 线性 组 合 à ja; 的 集合 ， .其 中 最 后 一 个 系数 


A > 0, “ 自 BRANE MESHE 上面 所 列举 的 条 件 下 ， TEA 
关联 秆 空间 的 n HEZI Oa(K,f) 中 总 存在 一 个 而 且 是 唯一 的 
一 个 变换 将 其 中 的 一 个 链 变 到 另外 一 个 链 .“ 黑 尔 姆 荷 尔 兹 (Helm- 
holie) MEU BEERA CLR) 中 具有 “自由 易 动 性 "的 子 办. M 
KEREON KANALER T HILL TE 
“解决 的 ( 见 G. Pickert[1] 中 的 文献 )， 员 尔 (R. Bae) 中 将 它 推广 成 
” 更 一 般 的 形式 而 且 解决 了 ， 他 假 屋 天 是 有 序 体 ; 但 不 一 定 交 换 , 而 - 
县 证 明 下 面 这 个 定理 . . 
HR GLA(R) HFR GRAÉ MAE OVP n > 3); HIK 
4 . 98> 24 A s i 


RS 同 时 G 是 对 于 一 个 非 退 化 的 对 称 形式 iey) 的 正 交 
F OK, P 3P fe, ORFE pair OEK PEO 
MEHER. 
证 贞 的 想法 是 利用 自由 易 动 性 ， 对 于 下 的 每 一 个 子 窄 间 P,G 
中 都 存在 唯一 的 一 个 以 V 为 正 空 闻 的 对 合 ， 使 7 EXD AMIE 
空间 相应 ;于 是 ,我 们 就 能 在 下 的 子 空间 中 定义 一 个 “ 正 交 关系 凡 特 
. 别 ， 它 定义 了 一 个 从 互 的 直线 集合 到 互 的 超 焉 面 集 合 之 问 的 一 一 
瑞 射 ,换言之 ,一 个 从 P(E) 到 P(E*) (E* 是 巨 的 对 偶 空 间 ) 之 上 
的 一 一 映射 ;因为 这 个 映射 将 P(E) 中 的 直线 映 到 P(E*) 中 的 直 
线 , 所 以 可 以 应 用 射影 几何 的 基本 定理 ,同时 可 以 证 明 上 面 所 定义 
的 “ 正 交 性 "与 对 应 于 下 上 一 个 一 定 是 稻 对 非 迷 向 的 自 反 丫 双 和 线性 
形式 f(x, y) 的 直 交 关系 相合 此外， 从 自由 易 动 性 还 容易 推出 ， 
五 中 任意 两 条 直线 可 以 用 G 中 对 合 的 一 个 乘积 互 变 了 是 对 称 形 
! 式 的 证 明 上 比较 组 致 ,由 此 即 推 员 KK 是 华氏 域 ， 最 后 ,再 注意 到 G 中 
HIES OK, 用 中 的 对 合 相 重 ,于 是 就 完成 了 证 朋 ,， 
如 果 假 定 玉 是 欧 示 有 序 域 (所 谓 欧 氏 就 是 假定 中 之 0 的 元 
素 都 是 平方 元 素 ) ,那么 涩 4 = 2 时 定理 也 成 立 (R. Baer[1]), : 
JEL, WRM n 一 1 稚 链 代替 自由 易 动 性 中 的 2 维 链 ， 那 么 ' 
只 .Baer[1] 证 明 , 当 n 之 3 时 得 到 的 类 似 于 自由 易 动 性 的 性 质询 划 
出 具有 自由 易 动 性 的 正 交 恒 O (K DURE TR OIK, f). A 
特 (G. Pickert) ([1] 398 页 ) 的 一 个 例子 指出 ,这 个 生 果 当 n = 2 
时 并 不 成 立 . 
WR G. Ts) SK LME PGL2(K) 看 作 是 射影 将“ 
嫉 P1(K) 的 证 换 春 而 用 传递 性 输出 PGL2(K) 的 一 个 麟 划 方法 . 实 
FRE, PGL2(K) 具 有 = ie DE ROLE, Am Ca, b,c), (a,b, 
< 是 Pi(K) 中 两 粗 三 ' 集 ,其 中 每 一 组 都 是 由 三 个 不 同 的 点 所 租 
a HART —/ 人 而且 是 唯一 的 一 个 变换 将 = 变 列 
o DEFE, c EN c, 仪 仅 这 个 条 件 对 于 剂 划 PGL:(K) RR 
PRO TRE 〈 届 上 面 所 引 的 文献 ) 好 几 个 补充 
条 件 ， 把 它们 加 到 三 重 传递 性 上 就 可 以 推出 所 考察 的 仁 与 一 
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ET 


PGL2(K) F KIBR PRE LE RL MI 9 E ALE DURE PR EE 


示 的 ;例如 ,集合 E DEMORE ARR GET PEGLE), 
和 如果 对 于 E ER RE ,6,G 中 任意 一 对 将 < 和 6。 痢 


保持 不 变 的 变换 知 由 交 痪 的 变换 组 成 ， 再 者 ,这 些 方法 使 梯 欧 O 
Tis) 完全 决定 了 一 切 有 限 AR EELSE 
RE IEK LATEX PGLs(K), 而 7 任意 (J，Tits[2]). 集合 
巨 上 的 一 个 喷 换 王浆 为 几乎 = 
成 的 “ 标 架 ”(n 个 点 具有 如 下 性 .就 称 为 一 个 “ 丢 架 六 只 有 单位 元 
来 将 它 全 之 中 的 每 一 个 都 保持 不 变 ) ,而 且 对 于 任意 两 个 由 # 个 点 


-' 所 粗 成 的 “ 标 架 ”(a;) 和 (5:),G 中 都 存在 一 个 (而 且 是 唯一 的 一 个 ) 


变换 将 每 一 个 a; EILAS: -… 7).、 深 入 研究 这 个 概念 就 可 以 ， 
RES PGLA(KR)ÆJLE n 重信 烈 划 出 来 . 


ESS (F. Bachmann) ™ 洽 册 另外 一 个 列 划 PGL2(K) 的 方 


法 (K 是 特征 数 E2 的 域 )， 这 个 方法 依赖 于 这 个 重 的 每 一 个 变 
换 都 可 以 写作 两 个 对 合 的 乘积 〈 这 个 事实 由 第 二 章 9 中 看 到 的 
PGLR) IAE OS (有 K, 旋 同 构 , 共 中 了 的 指数 等 于 1, 和 第 
二 章 46 中 指出 的 每 一 个 旋转 都 可 以 才 作 两 个 反 演 的 乘积 推出 ) . 巴 
赫 嗓 指出 ,我 们 如 何 能 够 从 具有 上 这 性 盾 的 等 中 用 四 个 对 合 (其 守 
REPAR) RENDRA 件 以 及 这 样 一 个 乘积 是 否 为 一 

个 戏 合 的 性 质 来 将 PGL:(K) 列 划 出 来 ， 施 密 特 (A. Schmidt) 和 
ESEC. Bachmann) HAA i—i SRI O3 (K, 力 的 类 似 方法 ,其 
中 天 的 特征 数 头 2 而 f 的 指数 是 0( 可 以 把 of (K, 力 有 作 一 个 精 图 
ERJUR. ETRA RCR. Baer) ABA AE 
RAERRIRIRÉET, EE, FOR Em MER 40 a TA 


SES 


T G,A 5 GR NERE à P CARE ADN A CB ET Kg 


合 ) 与 G 相 应。 然后 定义 “点 了 在 起 平面 上 ”这 个 关系 ， 如果 ph 


， 是 GE 中 一 个 对 合 (将 和 上 都 看 作 是 G 中 与 它们 相应 的 元 素 )、 这 
_ 样 就 可 以 在 P 中 定义 一 个 “线性 相关 ” ,的 构 念 ， 5— NE SEE 
”性 相关 ,如 果 它 含 于 包含 5 一 切 点 的 每 一 个 超 平面 中 .然后 我 们 再 
定义 一 中 的 "线性 波形" 为 具有 下 过 性 质 的 集合 M， 邹 与 M 和 线性 相 
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5, ARE PEFEA RE 


美的 每 一 个 点 者 在 M 中 ， 这 样 ,P 中 的 "线性 流 形 " 活 合 锥 数 m> 1 
的 射影 几何 公理 的 充分 必要 条 件 就 是 G 5 — PRE LU SL A! 
网 攀 , 再 者 这 时 我 们 还 有 = 3, 
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Ea 


第 四 章 SUZE E E 


51. & GLK) 的 自 同 构 


已 知 的 研究 一 个 典型 盈 G 自 同 构 (或 这 样 一 个 便 与 另 一 个 同 
ERRORE) 的 大 部 分 方法 依赖 于 硬 G 中 对 合 的 研究 
以 及 自 同 构 (或 同 构 ) 将 对 合 变 到 对 合 这 件 导 实 ， 第 一 章 对 典型 一 
的 对 售 所 作 的 研究 指出 ， 我 们 可 以 让 一 个 对 合 对 应 这 个 车 所 作用 
的 空 关上 的 两 个 子 空间 ， 于 是 G 的 自 同 构 就 族 导 出 这 些 子 空 间 之 
间 的 一 个 变换 ,而 在 大 部 分 情形 ,射影 几何 的 基本 定理 (第 三 章 $1) 
可 以 指 出 ,这 个 变换 产生 一 个 直射 变换 误 对 射 变 换 , 最 后 就 可 以 把 
G 的 自 同 构 决 定 出 来 . 

， 我 们 从 研究 章 GL,CK) 的 自 同 构 开始 ,其 中 天 是 一 个 交换 的 
或 不 交换 的 体 ;在 天 的 特征 数 Æ 2 和 = 2 两 种 情形 ，GZL。(K) 中 
对 合 的 标准 形状 有 所 不 同 , 我 们 分 别 研 究 这 两 个 情形 

L n 之 3，K 的 特征 数 关 2 我们 说 一 个 (pn 一 p)- 对 合 (第 
一 章 $ 3) 是 极 对 合 ,如 果 一 1 或 p 二 一 1 第 一 步 在 于 证 明 . 

1) GL,CR) 的 每 一 个 自 同 构 都 把 极 对 合 映 到 极 对 合 。 ， 

要 钙 明 这 一 点 , 欠 希 要 利用 二 GL,(K) 的 构造 而 不 利用 将 宅 看 
作 是 作用 于 7 维 向 量 空间 E 上 的 一 切线 性 直射 变换 所 组 成 的 堆 ， 
这 个 定义 把 极 对 合 从 GLK) 的 全 部 对 合 中 刻 划 出 来。 我 们 可 
以 用 几 种 方法 进行 ,这 几 种 方法 都 是 发 展 了 马凯 (G. W. Mackey)! 
的 一 篇 葵 文 中 的 想法 。 最 快 的 方法 无 疑 是 下 面 这 一 个 《J. Dieu- 
donné[7], 第 5 页 ). 我 们 考察 GL*(K) 中 两 两 交换 的 (在 GL,CK) 
PREDANA. 利用 与 GL,(K) 中 一 个 对 合 交换 的 变换 ， 
必 将 这 个 对 合 的 特征 子 空间 (整体 地 ) 保 持 不 变 ， 这 件 事实 就 容易 


看 到 由 (pn 一 -对 合 所 和 成 的 极 大 第 包 全 ( ” ) 个 元 素 , 而 每 一 
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个 (pz 一切 - 对 合 都 (至 少 ) 属 于 这 样 一 个 集合 ; 由 此 印 得 到 一 个 
烈 划 极 对 合 的 方法 . 
黎 卡 特 〈C. Rickart) 所 创立 的 另 一 个 方法 仍 是 从 马 姐 


- (G.W.Mackey)® 的 想法 出 发 的 , 这 dh 


到 CSS 3,4, 7) 写 的 一 系 烈 推理 方法 可 以 推广 到 其 它 的 典型 二 
RRK, SE GLK) 中 对 合 的 一 个 集合 ,以 c(5) 玫 与 8 
每 -一 个 对 合 都 交换 的 对 合 的 集合 .对 于 两 个 互相 交换 的 对 合 x, vs 
Dolu, v) Æ clcln,v)) 中 元 素 的 个 数 ; 而 对 于 每 一 个 对 合 u, 
以 vl) BY v 跑 过 与 «交换 的 对 合 的 集合 时 , vle, v) 这 个 数 的 
极 大 值 。 WAT ARER kR e 不 是 极 对 合 , 则 vu) = 16; 如 果 
u 是 极 对 合 , 划 vC) = 8, 这 就 给 出 齐 划 极 对 合 的 一 个 新 方法 ( 当 
n= 2 和 > = 3 时 任何 对 合 都 是 极 对 合 ). 

下 一 个 步 马 是 研究 极 对 合 的 极 小 偶 ( 根 据 局 凯 ): 依 定义 ,两 个 
BIA u, v 租 成 一 个 极 小 偶 , 如 果 它 们 不 交换 但 是 它们 有 一 个 公 
HZ ER. RATES 

2) GLACE ER AMEN € IR MARIA À 
的 极 小 偶 。 

这 仍然 需要 只 用 仅 包含 季 的 构造 的 性 质 求 询 划 极 小 偶 ， 马凯 
所 改 想 的 方法 ( 见 上 面 所 引 的 文献 ) 基 于 下 面 这 个 性 质 : 如 果 “ 和 

是 两 个 不 交换 的 极 对 合 ， 定 们 粗 成 一 个 极 小 偶 当 且 仅 当 对 于 任 
意 一 对 属于 elele, o)) 的 不 交换 的 极 对 合 w, v, 我们 有 elel, 
z)) = celu, v)). i 
从 这 里 出 发 ,我 们 可 以 用 两 种 不 同 的 方法 进行 OIF n > 3). 
第 一 种 方法 是 让 每 一 个 极 对 合 与 由 它 的 特征 子 空 出 所 粗 成 的 偶 ” 
CO, HF DE — ARTE, HA MAR MM D+H=E;F 
JE FH p RDS T RCA AA HAT — DER p. RIRA 
极 对 合 的 极 小 偶 (, zD Cs vJ AR uyo BOSSER 
RADARS myo: 的 公共 特征 子 空 间 的 维 数 相同 ;那么 我 们 容易 证 
明 9 将 两 个 相似 的 极 小 偶 映 到 两 个 相似 的 极 小 偶 (C. Rickart[1]， 
459 页 )， 根 据 2) , 少 就 将 对 应 于 同一 条 直线 忆 的 一 切 偶 (D,Z 映 
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到 对 应 于 同一 条 直线 的 偶 的 化 合 或 对 应 于 同一 个 超 平面 的 偶 的 集 
合 ,而 不 葵 所 考察 的 是 那 -多 了 ,总 呈现 同一 个 情形 。 于 是 少 
就 决定 了 一 个 一 一 映射 6，0 或 者 将 P(E) 映 到 自身 之 上 , 或 者 将 
PCE) IAI) P(E*) 之 上 .此 外 ,如果 我 们 考察 E 中 位 于 同一 个 菠 
面 之 上 的 三 条 不 同 的 直线 D, Da, D, 和 一 个 不 包含 这 三 条 直 写 中 
任意 一 条 的 超 平面 H, 我 们 容易 看 到 ,如 以 wu; 表 对 应 于 偶 (D:,H) 
的 对 合 (i = 1,2,3) ,那么 每 一 个 ui 都 属于 由 另外 两 个 对 合 所 决定 
的 集合 clc (wj,ux)); 由 此 就 毫 无 困难 地 推出 0 将 P(E) 中 在 一 条 
将 线 上 的 三 点 Di Do D, 映 到 在 一 条 站 科 上 的 三 点 ， 于 是 我 们 可 
以 应 用 射影 几何 的 基本 定理 (第 三 章 $ 1), 那么 或 者 存在 巨 的 一 
个 直射 变换 使 得 了 = 9, 或 者 存在 从 EE 到 E* 上 的 一 个 对 射 变 换 么 
使 得 下 = 6， 在 第 一 种 嵌 形 ， 对 于 -一 切 极 对 合 而 言 ，6 与 自 同 构 
u— gug” 相 重 , 在 第 二 种 情形 ,对 于 一 切 极 对 合 而 言 , 9 与 自 同 构 
u— gúg WATE, SF à 3 u 的 省 de 假定 第 一 种 情形 发 生 ， 
央 为 每 一 个 平 延 都 是 两 个 极 对 合 之 积 ,而 SLK) 由 平 延 生成 ,所 
以 自 同 构 9 与 自 同 构 w 一 gug’ 在 SLa(K) 上 一 致 ， 研 究 自 同 构 
u> gp pu)g RUNE pos RIÉ FIHI po 将 GLa(K) 中 一 切 平 延 都 
保持 不 变 ;如 果 : 是 任意 一 个 平 延 , * GLK) 中 任意 一 个 元 
HZ uu DE ARE, AEP) (pou) ) = u, 3% 
就 证 明了 plu) 与 所 有 的 平 延 都 交换 ,因此 将 巨 中 所 有 站 炉 都 
保持 不 变 ， 于 是 它 是 一 个 中 心 位 似 变换 Xu); 更 进一步 ， 显 然 
u Au) 是 从 GLCK) 到 宅 的 中 核 Z。 之 中 的 一 个 同 态 。 最 后 


BF, 在 我 们 研究 的 情形 下 有 


Plu) = Xu)gug™, a) 
X 是 GLK) 到 它 的 中 核 Z。 之 中 的 -一 个 同 态 : 而 ?是 巨 的 一个 
直射 变换 HPÆZ, 上 的 限制 是 一 一 的 这 件 事实 用 (1) 式 写 出 来 
就 可 以 发 现 X 适合 下 述 必 要 符 件 : 将 Z, 与 K 的 中 心 的 乘法 乔 融 为 
园 一 , 则 关系 式 X(6) = CT 应 该 获 涵 人 二 1。 显然 这 个 条 件 也 是 
充分 的 。 
和 如果 第 二 种 情形 发 生 , 我 们 同样 可 以 得 到 
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Plu) = XB, QR) 
是 从 GL (o 到 全 Z, 之 中 的 一 个 同 杰 (而 且 送 合同 样 的 


求 得 这 点 结果 的 另外 一 rue 已 经 提 汉 的 每 一 个 
平 延 都 是 组 成 一 个 极 小 偶 的 两 个 航 对 人 台 之 积 以 及 黄道， 即 任意 由 
企 租 成 极 小 倡 的 极 对 合 之 积 一 定 是 一 个 平 延 。 由 此 立 麟 推出 ,P 
将 平 延 映 到 平 延 。 然后 我 们 哥 采 用 施 菜 尔 〈O. Schreier) 和 范 德 
威 尔 登 《B. L. van der Waerden) ([1], 315—316 页 ) 的 一 个 推理 
方法 , 这 个 推理 方法 基于 两 个 平 延 aa, t RR, DOM a Ma AS A 
同 的 超 和 平面 或 相同 的 直线 时 , 才 仍 然 是 一 个 平 延 这 件 事 实 ， 因此 
GLa(K) 的 一 个 子 惟 由 平 延 (及 单位 元 素 ) 所 钥 成 , 仅 当 宇 是 由 县 同 
一 个 起 平面 刀 的 平 延 所 组 成 的 浸 TCH) 时 或 它 是 由 具 同一 条 直 稳 
万 的 平 延 所 组 成 的 到 TO) 时 ;此 外 ,一 个 平 延 谢 于 TD) NT CH) 
仅 当 DCH, M—AR TH) 不 能 在 GL,(R) 中 与 一 个 芥 T(D) 
HE. 从 这 些 注意 立刻 推出, 9? 定义 了 -一 个 从 P(E) 到 P(E) 之 
上 或 到 P(E*) 之 上 的 一 个 一 一 喘 射 6: 璧 如 第 一 种 异形 发 生 ，0 
就 将 一 个 起 平 面 上 的 点 映 汉 在 一 全 超 平 面 上 的 点 ， 于 是 我 铜 可 以 
象 上 面 一 样 将 证明 进行 完 些 ， 

Lon2>3, K 的 特征 数 = 2, 这 时 平 延 是 GL,CK) 中 的 

Gin Des 因此 只 要 条 用 仪 包含 本 的 构造 的 性 盾 将 它们 与 
其 余 的 对 合 区 别 开 来 就 行 了 ; 然后 利用 上 面 埋 到 的 施 菜 尔 - 范 德 欧 
尔 登 (Schreier-van der Waerden) H HRT DAS I 中 一 样 得 到 同样 
的 结论 。 仅 当 n > 4 时 才 需 上 要 加 以 区 别 . Mn > 6 时 , 注 六 尖 个 相 
交换 的 平 延 之 积 是 一 个 平 迁 或 一 个 (2>> 一 2)- 对 合 而 项 个 相交 换 
的 (p, n 一 加- 对 合 之 积 林 以 翌 于 GLs(K) 中 两 个 以 上 的 共 汤 元 来 
Æ, $p > 1 (J. Dieudonné[7]) ,因而 得 区 了 要 找 的 区 别 ， 当 n=4 
和 ? = 5 时 需要 区 别 GLAK) PAAR HUE Ci 和 C2. 
为 此 ,对 于 一 个 对 合 u, RARS u 交换 面 且 与 * 不 属于 同一 

, 诺 类 的 对 合 的 集合 P*(w) , 然后 再 湖 察 与 P*(w) 中 每 一 个 对 合 都 
交换 而 属于 u 的 共 列 元素 类 的 对 合 的 集合 P**(x)， 如 果 《w 是 一 


"195°, 


个 平 延 , P**(w) 中 任意 两 个 元 素 的 乘积 仍 在 x 的 共 乾 元 素 类 之 中 ， 
TEH u 不 是 平 延 时 却 不 是 这 样 的 . 

II. =” 二 2。 如果 天 的 特征 数 = 2, II 中 的 推理 仍然 证 明 出 @ 
REPÉRER, 因而 决定 了 一 个 从 射影 韦 黎 P1(K) 到 写 自 身 之 
上 的 一 个 一 一 映射 。 我 们 总 可 以 假定 这 个 映射 将 PCR) 中 一 点 
〈 取 作 无 穷 远 点 ) 保 持 不 变 ,因而 定义 了 一 个 从 K 到 它 自身 之 上 的 
一 一 映射 :一 2; 我 们 还 可 以 假定 0 = 0，1” 三 ,1。 此 外 ,利用 车 
s 和: 是 平 延 , 则 set 也 是 平 延 这 个 事实 , 容易 推出 两 个 关系 式 
Cx + y) = x 十 y 及 Ceyx)? = x°y°x° (O. Schreier-B. L. van 
der Waerden[1], 317—318 H). 于 是 根据 华罗庚 中 的 一 个 定理 
就 推出 :一 一定 是 的 一 个 自 同 构 或 反 自 同 构 ,那么 容易 推出 
有 9 的 形状 是 (1) 或 (2) 二 者 之 一 . 

这 个 方法 也 丢 施 莱 尔 和 范 德 威 尔 登 用 来 研究 天 是 特征 数 +2 
的 域 的 情形 ,但 在 他 们 证 明 P 将 平 延 映 到 平 延 ( 顶 多 差 一 个 符号 ) 
的 推理 过 程 中 有 一 个 错 让 .这 一 事实 已 经 彼 华 罗 庚 只 证 明了 ， 他 
指出 (当天 是 域 时 ) 可 以 用 下 述 性 质 来 鹿 划 平 延 关 如 果 天 的 特征 数 
p EO, 我 们 有 A = 1; 如 果 天 的 特征 数 是 0, 平 延 上 是 SLP 
那 种 元 素 , ED SLAK) 中 存在 无 穷 多 个 与 + RETE t 交换 的 元 
K. 因此 9 的 形状 仍然 是 (1) 或 (2) 二 者 之 一 . 


最 后 ,基于 上 面 这 个 结果 ， 华 罗 庚 四 证 明 , 当天 是 任意 非 交 换 “ 


体 时 ,GZ:(K) 的 任何 自 同 构 都 由 公式 (1) A CH, RER 
GL。(K) 的 自 同 构 这 个 问题 全 部 解决 了 . +, 
附注 ，1) EM NE TLK) HÉ R (4 » 之 3 时 ) 


仍然 由 公式 (1) 和 (2) 葵 出 ,其 中 Xx 是 从 TL,(K) 到 Z, 中 的 一 个 映 


射 且 适合 关系 式 Xe) = (X(w2))“ 议 (m1) 501 是 对 应 于 m 的 天 的 
É RH (C. Rickart[3])。 实 际 上 ,只 要 让 明 GL,(K) 的 极 对 合 在 
LCR) 的 一 个 自 同 构 之 下 仍然 映 到 一 个 极 对 合 就 行 了 。 首先 假 
定 玉 的 特征 数 Æ 2; 根据 第 一 章 $ 3 中 对 于 TLK) 中 对 合 所 作 
的 研究 , 我 们 容易 看 到 对 于 TLK) 中 不 属于 GLK) 的 任何 对 
Lu, 总 存在 2* 个 (在 TLs(K) 中 ) 与 # 共 二 的 两 丙 交换 的 对 合 
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(J. Dieudonné[7], 第 9 页 ); 这 就 可 以 将 这 种 对 合 与 极 对 合 区 别 开 
来 。 如 果 K 的 特征 数 是 2, EEE my m 是 TLa(K) 中 不 属于 
GL,CK) 的 两 个 对 合同 时 写 们 在 TLK) Piim EZ, WA 
它们 的 乘积 属于 GLK), ATES m HAE, RSH u ANT e EF 
延 时 的 情形 相反 (J. Dieudonné[7], 17 页 ); 后 面 这 个 推理 方法 当 


n 一 2 时 亦 可 应 用 ,因此 葵 出 当 KK 是 特征 数 = 2 的 体 时 TLK) 


的 自 同 构 . 

2) 黎 卡 特 〈C. Ricka)? 指出 ,怎样 推广 他 的 方法 去 确定 
线性 全 GL(E) 的 自 同 构 , 而 三 是 特征 数 A 2 的 体 上 的 无 旁 维 向 
量 空间 。. 目 饥 (Mackey) 中 是 在 讨论 与 这 个 问题 相 类 似 的 问题 《K 
是 实数 域 或 复数 域 ) 时 ,引进 了 他 的 “ 极 小 偶 "方法 . 

我 们 再 举 出 艾 尔 立 希 (G. Ehrlich) 中 所 葵 的 另外 一 个 推广 :他 
JS + 说 曼 的 “ 连 入 几何 ”相当 的 "正则 ”" 环 中 的 可 送 元 素 所 组 成 
的 千代 替 我 们 讨 哗 的 GL,(K). 


$2. & SLK) 的 自 同 构 


ER, GL,(R) 的 每 一 个 自 同 构 ( 依 上 节 ， 写 的 形状 是 (1) 或 
(2)) 都 诱导 出 SLK) 的 一 个 自 同 构 , 只 要 X 在 SLK) 上 的 限 
制 是 这 个 芥 在 宪 的 中 核 里 的 一 个 表示 .因为 SL,(K) EEKE 
LTM, RIE n= 2 而 K = Fik K = Fs( 第 二 章 $2), 所 以 除 
了 这 两 个 情形 可 能 是 例外 ， 我 们 一 定 有 X = 1; 可 是 , 当 n 一 2， 
K =F, 时, SL: 的 中 核 是 单位 元 素 , 而 当 m= 一 2, K =f, IH, SL; 
的 换 位 子 草 在 SL, 中 的 指数 等 于 3, 而 SL: 的 中 核 是 2 阶 的 ,因此 
在 一 切 情 形 X 一 定 都 等 于 1. 

我 们 希望 知道 ,反之 , SLK) 的 每 一 个 自 同 构 都 是 由 GZ。( 肛 ) 
的 自 同 构 诱 导出 来 的 . 我 们 证 明 ， 除了 一 个 情形 这 个 问题 仍 未 解 
决 外 ， 在 其 余 情形 这 个 问题 已 经 肯定 地 解决 了 。 

首先 , 如 果 K 是 特征 数 Æ 2 的 体 而 4 是 奇数 ,那么 SL,(K) 
包含 (1,n 一 1)- 对 合 , 因 此 $1 中 的 推理 方法 当 z 之 3 时 仍 可 以 应 
用 ; 双 如 果 K 是 特征 数 E 2 的 体 而 一 1 属于 K* ASE (TZ (D 
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如 ,四 元 数 体 就 是 这 样 的 ) 时 也 行 ,因为 这 时 GL,(R) 中 每 一 个 对 
合 都 属于 SL,(R). 最 后 ， 如 果 玉 是 特征 数 = 2 的 体 ， 则 平 延 都 
ETF SLK); 这 时 $1 中 的 万 法 利用 到 同一 类 型 (p,n 一 p)( 其 中 
29<<n) 的 黄 个 对 合 都 在 芥 GLa(K) 中 共 声 这 件 事实 ; 如 果 2p 之 n， 
它们 仍然 在 SL,(K) 中 共 加 ,可 是 当 n= 2p 时 , 宅 们 关 不 一 定 在 
SLs(K) RE, 然而 我 们 可 以 证 明 , 用 来 证 明 GL,(R) 的 自 同 
构 将 平 延 映 到 平 延 的 推理 方法 不 必 加 以 修改 即 可 应 用 到 SLK) 


”的 自 同 构 上 去 ,除非 > = 4。 在 最 后 这 个 情形 ,需要 利用 另外 一 个 


方法 来 征明 这 件 事实 ; 狄 多 涅 (J. Dieudonnt) 在 [7] 中 17 页 上 所 指 
出 的 方法 依 顿 于 一 个 不 正确 的 断言 ; 这 个 错误 已 由 华罗庚 和 万 哲 
HUEN, 因此 有 和 辕 论 : 当 玉 是 特征 数 等 于 2 的 体 而 n 关 2 时 ， 
SLACK) MBARE H GL,CK) 的 自 同 构 诱导 出 来 . 

剩 下 还 需要 研究 n 是 偶数 ,天 是 特征 数 E 2 的 体 而 一 工 不 属 
于 K* REEM C 中 的 情形 。 这 时 ，CZL。(K) 的 极 对 合 不 再 属 
于 SL,(K); X n > 6 时 我 们 可 以 对 于 (2yz 一 2)- 对 合 (它们 永远 
局 于 SL。(K)) 应 用 类 似 于 $ 1 中 的 方法 , 从 而 证明 SL,(K) 的 每 ， 
一 个 自 同 构 仍然 由 GE-(K) 的 自 同 构 诱导 出 来 (J. Dieudonné 
{7]，20 一 21 页 ). 当 ”一 4 时 , 同样 的 事实 是 由 华罗庚 中 用 另外 一 
方法 艇 个 明 的 : 首先 他 研究 了 由 行列 式 等 于 K*/C 中 的 单位 元 
SEIR 一 1 的 篆 的 那些 线性 变 澳 所 组 成 的 便 SLz(K) | FE E REE 
WARKEN GL2(K》 诱 导出 来 ; 然后 他 利用 这 个 结果 并 采用 
一 个 相当 复杂 的 推理 , 而 决定 了 SLK) 在 所 考察 的 情形 的 自 同 
H. : 

最 后 ,关于 SLCR) 的 自 同 构 , PRE TAUAR BARH Hi 
的 性 质 将 平 延 列 划 出 来 (因为 SL,(K) 不 包含 异 于 单位 元 素 及 其 负 
元 素 的 对 合 ) ;我 们 在 $1 的 末尾 看 到 ,当天 是 域 时 这 是 可 能 的 。 华 
DRD AEO REA K ERIE p > 0 的 非 交 换 体 时 ， 平 延 是 
W SLK) PR p AER. 于 是 唯一 没有 解决 的 情形 是 : 天 是 特 
征 数 0 的 湛 交 换 体 而 一 1 不 属于 K T ER. 
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53. Æ Sp..(K) 的 自 同 构 


我 们 知道 学 于 SpK) 5AE SLAK) 相 重 (第 二 章 $ 4)， 
而 当天 是 交换 域 时 ，SL:(K) 的 自 同 构 已 经 知道 K$ 2)。 因 之 可 以 
只 限于 研究 维 数 2m 4 的 情形 ;我 们 有 下 面 这 个 精 果 : 

其 中 8 属于 便 TSpwwCK) (第 一 章 $9), 但 mw 二 2,K = F 是 一 个 
例外 情形 

这 里 的 姓 明 方法 仍然 依 天 的 特征 数 是 否 等 于 2 而 有 所 区 别 。 

L KERRIER 关 2， 第 一 个 方法 要 利用 醒 Spzm《K) 中 的 对 合 .。 
SPCK) 中 的 一 个 对 合 称 为 极 对 合 ， 如 果 它 是 2; 2m 一 2) 或 
(2m 一 2,2) 型 的 对 合 ; 我 们 可 以 利用 两 两 交换 的 (2p, 2m 一 2p) 型 


对 合 (它们 一 定 互相 共 声 ) 的 一 个 极 大 集 包 会 () 个 元 来 这 件 事 实 


将 极 对 合 从 (2p, 2m 一 2p) 型 对 合 中 区 别 出 来 ， 另 外 一 个 方法 是 
研究 $1 中 所 定义 的 vGu) it À EC, SH RE DIE 2m 之 8、 则 
vlu) = 16, 如 果 z 不 是 极 对 合 , 而 v(4) = 8 如 果 z“ 是 极 对 合 ( 当 
2x 二 4 或 2m = 6 时 一 切 对 合 都 是 极 对 合 (C. Rickart[2]))。 
然后 我 们 引进 极 对 合 的 极 小 偶 概 念 ， 当 2m > 6 时 , 宅 是 由 
两 个 极 对 合 所 和 组 成 的 偶 (x,o) ,而 这 两 个 极 对 合 的 2 蕉 特征 子 空间 
有 一 个 工 蕉 的 交集 。 于 是 我 们 可 以 证 明 ,， Mackey (关于 GL,(K) 
中 极 小 偶 ) 的 制 断 方法 仍然 将 极 小 偶 鹿 划 出 来 ,因此 Spaw(K) 的 每 
一 个 自 同 构 都 把 极 小 偶 变 到 极 小 偶 〈J. Dieudonnt[7]，26 H; C. 


，Rickart[2]，710 页 )。 当 2m=4 时 ,我 们 把 两 个 不 交换 的 对 合 所 租 


成 的 偶 (u,v) 称 为 极 小 偶 , 如 果 的 一 个 特征 子 空间 与 。 的 一 个 特 
征 子 空间 有 一 个 1 稚 的 交 。 这 时 我 们 仍然 能 够 将 极 小 侦 从 一 切 对 
BAB Cu, 中 列 划 出 来 ,但 需要 研究 对 合 偶 (x, o) 的 中 心 化 子 的 构 
造 。 当 (xz 是 极 小 偶 时 , 定 的 中 心 化 子 是 可 解 的 ,而 当 (x;o) 不 是 
极 小 偶 时 ,中心 化 子 就 不 可 解 (至 少 当 K£ F, 时 ; 如 果 K = Fa 
在 这 两 种 情形 这 两 个 者 的 阶 不 相等 )， 


+109 + 


划 划 了 极 小 偶 之 后 ,利用 这 个 列 划 就 可 以 旋 明 : 如 果 T(D) 是 
那些 极 对 合 的 集合 , 旋 们 的 2 维特 征 子 空间 包含 同一 条 直线 D, 
么 Spzm(K) 的 每 一 个 自 同 袍 都 把 I(D) 映 到 一 个 集合 I (D); 
当 2m 之 6 时 ,这 一 点 很 容易 证 且 G. Dieudonné[7], 26—27 页 ; 
C. Rickart[2], 711—712 页 )。 当 2m = 4 时 , 却 需 要 另外 一 个 相 
当 长 的 推理 (J. Dieudonnt[7] ,29 一 30 页 )。 然 后 合 YD) = ,我 
FRA END EN PCE) 到 它 自身 之 上 的 一 个 一 一 映射 而 将 E 中 项 
条 正 交 的 直线 映 到 两 条 正 交 的 直线 ,因此 它 将 PE) 中 位 于 同一 


个 超 平面 上 的 点 映 到 同一 个 超 平 面 上 的 点 ， 于 是 就 可 以 运用 射影 


几何 的 基本 定理 ($ 1) 推 出 最 后 的 千 果 . 

， 华罗庚 中 SARA AIMÉ HE, CNY m JA 48 DE HE 
利用 关于 区 SLK) 的 自 同 构 的 知识 ($ 2), 得 到 这 些 精 果 : 
Stom(K)， 的 每 一 个 自 同 构 @ 都 把 极 对 合 映 到 极 对 合 ， 因 此 可 以 
化 为 研究 P 将 一 个 极 对 合 保持 不 变 的 情形 ， 于 是 © 亦 将 这 个 极 
对 售 的 中 心 化 子 了 保持 不 变 ,而 这 个 中 心 化 子 是 至 SpX《K)=SLXK) 

ER Spam K) KERR. BAIRE, 更 可 以 化 为 @ 将 
Spzm-2(K) 中 的 元 素 保 持 不 变 的 清 形 。 最 后 再 研究 T HOT 
在 9 之 下 的 象 ,就 可 以 达到 最 艇 的 秸 果 . 

IL. K 的 特征 数 等 于 2. 我 们 仍然 需要 利 用 法 造 的 性 将 
AE Span(R) 的 其 余 对 合 中 列 划 出 来 。 当 m > 3 时 ,研究 一 个 
对 合 在 Shan CR) FERIA THREIG m JARE) Spol K) 
BUST SpulK) RA q < mw, 就 可 以 达到 这 一 点 。 当 m = 2 
寺 , 在 相当 复杂 的 区 别 平 延 与 凑 种 类 型 的 (2,2) 型 对 合 的 推理 过 程 
中 , 汐 了 利用 从 SLCK) 的 单 炖 性 需要 将 K = Fi 这 个 情形 除外 
{J. Dieudonné[7], 37—38 H). 再 应 用 与 $ 1 的 推理 方法 (4K 
是 特征 数 等 于 2 的 体 时 ) 相 类 似 的 一 个 方法 就 可 以 完成 定理 的 证 
BA. 

HARFE Sp;《F;) PRIAN SWE) SARA S 向 构 
CS 8) ,而 我 们 知道 5e 有 和 外 自 同 构 . 


54. & UK, f) 的 自 同 构 
(K EHER 2 的 体 ) | 

， ”我 们 假定 f 是 特征 数 A 2 的 体 K 上 的 一 个 厄 米 特 迹 形式 ， 
在 上 述 条 件 下 有 

- 当 >>3 时 ,除了 等 VA) 和 UF) TEERAA, $ 

UK 的 每 -一 个 自 局 构 部 可 以 写作 下 形状 p(w) = XG) gug™, 其 

中 & TA TUCK, f) W XA UCR D 到 它 的 中 核 之 中 的 一 个 

和 象 前 面 几 节 一 样 , 施 明 的 第 一 步 是 刻 划 出 U,(K, D 中 的 极 对 


” 合 目 ,这 时 极 对 合 只 不 过 是 对 于 EB 中 非 迷 向 超 平 面 的 对 称 ， 用 $1 


中 所 描述 的 羽 钢 - 黎 卡 特 方法 仍然 可 以 达到 这 一 点 (只 有 n > 4 的 
情形 才 希 要 讨论 )。 对 于 UK, 力 中 的 一 个 对 合 u, RIIA vlu) = 
16， 如 果 u KERHA; 有 vlu) = 38， 如 果 u ERIA., 因此 
Us(K, f) 的 每 一 个 自 同 构 P 都 把 对 称 映 到 对 称 , 因此 定义 了 一 个 
从 5 的 非 迷 向 直线 的 集合 到 它 自 身 之 上 的 一 一 映射 $, E RE R 


正 交 的 直线 映 到 两 条 正 交 的 直线 。 当 | 的 指数 等 于 0 时 ,可 以 将 


射影 刀 何 的 基本 定理 (第 三 章 $ 1) 应 用 到 几 上 来 ,那么 本 定理 序 可 


` 象 前 面 几 节 一 样 推出 (C、Rickart[2]). 


反之 ,如 果 互 中 有 迷 向 直线 , RARER, 可 以 将 拓展 到 
WEN P(E) 之 上 , 伍 得 少 仍然 将 互 中 两 条 正 交 的 直线 ( 迷 向 的 或 非 


迷 向 的 ) 映 到 两 条 正 交 的 值 粮 ， 首先 ,我 们 注意 ,少将 在 同一 个 非 


KAMPE P 上 的 一 切 非 迷 向 直线 都 喘 到 同一 个 非 迷 向 平面 HCP) 
上 的 非 迷 向 值 线 ,这 因为 中 在线 都 与 中 = 一 2 条 两 两 正 交 的 
非 迷 向 什 线 相 正 交 ,而且 反 之 ,与 这 一 2 条 直线 正 交 的 直线 一 定 
ZEP, RPR EARED, AR Pi, Pi 是 两 个 非 迷 向 平面 ,其 交集 
为 一 条 迷 向 直线 , 且 其 俐 集 ( 写 是 3 HEREJE AY , RUE MAUR 


PCP), POP) 具有 同样 性 质 . 


HEBER n 之 4, FFR A 是 一 条 迷 向 直线 ;我 们 证 明 , 如 果 P 
跑 过 包含 à 的 薄 迷 向 平 看 的 集合 TX(A) ， 则 平面 J(P) 包含 同一 


‘ui: 


, 


ARDEREA). RRR CRE FX ARO. Dieu- - 
donné[7],48—49 页 ): 如 果 了 是 一 个 非 迷 向 平面 ,是 忆 中 一 条 非 
K, TI a,5,c 是 D 上 三 个 不 同 的 点 ,那么 了 中 存在 第 四 个 点 
d ESHE D EW EER d 一 à, 2 一 b, d 一 c 都 是 非 迷 向 向 量 . 
为 了 证 明 这 个 结果 ,显然 可 以 假设 。 = 0: 于 是 我 们 在 通过 O 点 而 
与 刀 正 变 的 直线 D 上 选取 4 点 ， 只 要 画 数 二 一 6asi(a 为 天 中 对 
WIRK) 在 K 中 取 至 少 两 个 A 0 的 值 利 用 与 狄 多 涅 〈J， Dieu- 
donné) [ 13 1]45 374 页 上 类 似 的 推理 方法 ,可 以 姓 明 最 后 这 个 性 质 当 
天 是 无 限 体 时 永远 成 立 (如 果 天 不 交换 ,我 们 就 考察 w 在 天 中 的 中 
心 化 子 这 个 子 体 ); 如 果 K 是 有 限 域 而 J 的 不 变 子 域 Ko À 5 个 以 
上 的 元 素 ,， 这 个 性 质 同样 成 立 。 A =F, 这 个 情形 可 用 一 个 略为 
不 同 的 方法 来 处 理 ， 可 是 K = F, 这 个 情形 需要 用 另外 一 个 方 
BHO. Dieudonné[7], 50—51 Yi fi 76—77 页 ) REMEI 4 (D) 
的 存在 性 。 这样, 我们 仍然 可 以 象 上 面 一 样 应 用 射影 几何 的 基本 
定理 . . 
最 后 还 剩 下 n = 3 这 个 情形 ;如 果 J E 1, 只 要 K & 25 个 以 
上 元 素 时 ， 射 影 平面 几何 学 的 一 个 推理 方法 仍然 可 以 将 少 拓展 到 
整个 P(E) 之 上 (J. Dieudonné[7],77—78 页)。 只 要 天 中 元 素 的 
个 数 相 当 多 ,这 个 推理 方法 也 可 以 应 用 到 正 交 春 上 ;可 是 如 果 这 时 
利用 OF(K,f) 与 PGL2(K) 之 并 的 同 构 (第 二 章 $ 9) 以 及 后 面 这 
ARE RARO 56), 将 更 为 简单. D 
Æ UCF,) 与 UFa) 9 EEK EK, 特征 数 2 的 
ARE RER ALTER AO A ARARE HRK $7). 


55. & UK, f) 的 自 同 构 - 
CK 是 特征 数 2 的 域 ) 
Er 是 奇数 ，(1, 7 一 1) 型 的 对 合 就 属于 UIK, f), RE 
$4 中 的 推理 方法 不 必 加 以 修改 就 可 以 应 用 到 U#(K,f) 上 ， 如 果 
n ER, UK, 有 ) 中 的 极 对 合 不 再 属于 UK, f), KYRIE 
ENR (2, 一 2) 型 对 合 及 (n — 2,2) 型 对 合 、 但 这 时 可 :以 有 
“Tt2。 


ve) = 8 对 于 不 是 上 面 这 黄种 类 型 的 对 合 ,因此 在 一 般 情形 就 不 
能 由 此 得 到 将 这 两 种 类 型 的 对 合 与 其 余 对 合 区 别 开 的 方法 。 然 
而 , 当 形 式 f 的 指数 > 1 时, 可 以 鹿 划 出 (2, n—2) a (n—2, 2) 
型 的 对 BAR» — 2 条 的 特征 子 实 关 包含 迷 向 向 量 ,那么 只 要 研 
帘 这 样 一 个 对 合 在 U#(K, 有 ) 中 的 中 心 、 化 子 并 (利用 第 一 章 中 已 各 
得 到 的 关于 西 价 的 构造 的 结果 ) 证 明 这 个 产 永 远 不 与 不 是 (2,n 一 2) 
型 或 (x 一 2, 2) 型 对 合 的 中 心 化 子 同 构 《J. Dieudonné[7], 52— 
53 页 及 79 一 80 页 ), 落 n 之 8( 如 果 n 6, 所 有 的 对 合 都 是 这 现 
种 类 型 的 对 合 ,因此 无 需 证 了 明 )。 然后 还 需要 用 一 个 辅助 性 的 推理 
方法 (利用 两 个 对 合 交 痪 的 条 件 ) RER U#(K,f) 的 每 一 个 自 同 


构 都 将 一 切 《2,2 一 2) 型 或 (a 一 2,2) 型 的 对 合 映 到 这 丙种 类 型 


的 对 合 ( 见 上 面 所 引 的 书 ， 53—54 页 ). 

先 假 定 ” > 6. PSE (2,n 一 2) 型 或 (> -- 2,2) 型 对 合 的 
IEA AR u 和 ”是 S hi D ax, DUT, VOR UT, VV) 表 
u Fi v À 2 pE (ER n — 2 ME) 特征 子 空间 ,那么 U+NV?* 是 1 维 的 
SH UCV M VCU, 在 第 一 种 情形 ,我 们 说 xx 和” 非 正则 交 
换 ; 在 第 二 种 情形 ,正则 交换 。 我 们 来 区 别 这 两 种 交换 性 :注意 , 当 


n> 6 时 ,xz 属于 3S 当 且 仅 当 x fi JEEZ; 当 > 一 6 时 , 则 . 


需要 用 另外 一 个 推理 方法 (J. Dieudonné[7], 54 页 及 80 页 )， 这 样 ， 
我 们 把 S 中 两 个 对 合 x,v, 其 2 维特 征 子 空间 有 一 个 1 类 的 交 , 称 
> S 中 对 合 的 极 小 偶 ; 另 一 方面 ,对 于 5 中 任意 两 个 对 合 ws， 以 
._c'(u,v) RS 中 与 * 和 vw 正则 交换 的 对 合 的 集合 而 以 cle (w,v)) 
RSP elu) 里 每 一 个 元 素 都 正则 交换 的 对 合 的 集合 ， 有 了 
这 些 改动 之 后 ,马凯 的 刊 断 法 人 $ 1) 仍 然 列 划 出 极 小 偶 。 

于 是 ,我们 可 以 象 对 于 便 Sbw(K) ($3) 所 进行 的 一 样 ， 从 
UK, H) 的 一 个 自 同 构 P 出 发 ,定义 一 个 从 P(E) 到 它 自 身 之 上 
的 一 个 喘 射 ;容易 证 明 , 这 个 映射 将 E 中 两 条 正 交 的 直线 映 到 两 条 
正 交 的 直线 。 办 此 象 前 几 节 一 样 ,我 们 得 到 结 葵 : 

Mn 之 6 的 偶数 时 ,U3(K, f) (K 是 特征 数 + 2 的 域 ,f 
是 指数 之 1 的 厄 米 特 (或 对 称 ) 形 式 ) 的 每 二 个 自 EE UK, D 


"B. 


的 一 个 自 同 构 及 导出 米 


至 于 UU (KP + DEAH, 其 中 了 是 指数 1 的 形式 ,我 


们 可 以 利用 这 个 便 与 SLa(Ko)《Ko J 的 不 变 域 ) 之 间 的 同 构 ( 第 - 


二 章 $4 及 $5), 以 及 $ 2 的 结果 把 它 决 定 出 来 ; 从 这 个 结果 容易 
决定 , 当 了 是 指数 1 的 形式 时 U,(K,f) (J À 1) 的 自 同 构 , 因 为 这 
时 UK, f) 是 UK, A MATE. 当 f 的 指数 等 于 0 时 ， 
Uz(K; f) 的 自 同 构 还 未 能 决定 . i 

M J 关 1 而 天 是 特征 数 A 2 ENA, I UCK, f) 的 自 同 
构 还 没有 决定 出 来 ， 当 f 的 指数 等 于 0 时 ,本 0+(K,f) 的 自 同 构 
也 没有 决定 出 来 . 
然而 , 当 f 的 指数 等 于 2 叶 , 可 以 决定 出 oft(K: 旋 的 自 同 构 。 
实际 上 , 我 们 已 知 (第 二 章 $ 9) 可 以 把 OCK, D 中 的 变换 与 天上 
2 般 和 矩 陈 的 变换 X 一 U XV W E U V EAT 
阵 而 且 det(U)det()=1 (形式 1*， x) 与 X 的 行列 式 袖 为 同一 ); 
因此 0+(K,) 的 换 位 子 模 与 上 面 使 得 det(U) 为 天 中 平方 元 素 的 
变换 所 租 成 的 看 裔 为 同一 ， 再 者 ot 中 同一 个 变换 对 应 于 一 切 矩 

AB QU, AV) ,其 中 从 0， 因 此 9 也 可 以 与 矩阵 偶 (U,) 所 各 
RARE FI, rh det(U) = det(V) = 1 而 只 相差 一 个 符号 
的 两 个 矩阵 偶 给 出 .Q4 中 同一 元 素 . 如 果 G (E. G) 是 由 矩阵 偶 
(DU,T)( 或 (1,V) 所 租 成 的 24 的 子 权 ,其 中 避 ( 或 了 ) 是 么 模 和 矩阵， 

AIG 与 Gi 相交 换 ，Gun G: 是 81( 以 及 是 00) 的 中 核 S, S RAW 

个 元 素 , 而 G 和 G, 都 与 SL2(K) 同 构 ,因此 Q, 与 商 芥 (GiX G)/S 
“ 辐 构 (但 不 与 3 及 两 个 与 PSL,(K) 同 构 的 车 的 直 乘 积 同 构 )， G 
GR G2) 也 可 以 解释 作 O, 中 将 迷 疝 平面 的 集合 对 于 旋转 到 所 成 的 
两 个 传递 类 中 之 一 的 一 切 迷 向 平面 都 保持 不 变 的 那些 变换 所 租 成 
BR ( 见 第 二 章 $ 6 及 第 三 章 $ 4); 对 于 -0, 的 每 一 个 对 称 ,我 
们 有 SG = Gu 
假定 有 二 个 以 上 的 元 素 , 那 和 至 SLK) 不 包含 异 于 8 “x 
ERPACRÉ $ 2); 由 此 立刻 推出 ，GlG: 和 S 是 8, 所 仅 有 的 
FEBRTE., Of 的 每 一 个 自 同 构 92 都 将 G! 和 G (整体 地 ) 保持 
FL 


PAER ER E p LUE 0; 的 一 个 由 一 个 对 称 所 引起 的 内 
自 辣 构 之 后 ,我 们 可 以 假定 P G1 的 一 个 自 同 构 , 也 器 G 的 一 个 
自 同 构 . | 

RIRES, NE KG É Ago 和 每 一 个 2 HT SRE 
AIT X — AXAT 可 以 二 TOK, 有 ) 中 的 -- 个 个 类 似 变换 8 
CEE det X IREI (det X)") 积 为 同一 ， 极 据 SLK) 的 自 同 构 的 形 
ARCS 2) 看 出 ,使 承受 w — qu 这 样 的 自 同 构 之 后 ,所 得 到 的 自 
同 构 将 GPA ANUS 因此 可 以 局 限于 研究 最 后 这 个 
情形 ; 另 一 方面 , 研 个 自 同 构 + 和 从 K* 到 它 自己 之 中 的 
一 个 映射 0 使 得 (0(5))? = ET 对 一 切 《6 K*。 我 们 如 下 定义 
Ot 的 一 个 自 同 构 :分 每 一 个 尖 陋 偶 (DU,V)( 使 得 (detU0) (dety )=1 
者 ) 与 矩阵 偶 (0Cdet0)U',T) = (U, 71) ARE, QU, AV) 
与 (AU XV 1) 相 应 ,因此 这 个 映射 诱导 出 0 的 一 个 自 同 构 , 宅 在 
G4 上 化 为 单位 映射 而 在 与 SI,(K) 说 为 同一 的 G1 上 与 映射 UU" 
一 致 .于 是 根据 SLK) 的 自 回 构 的 决定 ($2) 可 以 决定 一 个 自 同 构 
T, 使 得 史 承受 上 面 形式 的 -- 个 自 同 构 以 及 Gi 的 一 个 内 自 同 构 之 

后 ,得 到 0# 的 一 个 自 同 构 , 宪 将 Gi 和 Ga 中 的 元 素 都 保持 不 变 ， 最 
后 还 需要 决定 0+ 的 这 种 自问 构 ; 这 种 自 同 构 将 9, 中 元 素 都 保 拓 
不 变 而 of 中 任 一 元 素 z 的 平方 都 局 于 QI( 第 二 章 $6); 因 此 所 研 
帘 的 这 种 类 型 的 百 同 构 的 形状 一 定 是 u> Xo (au, HER 加 是 从 
ot BRER S KIARN, 这 样 就 完成 了 0+ 的 全 部 自 同 构 的 
决定 (L. K. Hua[9]). 

一 个 相似 的 、 但 更 简单 的 推理 方法 可 以 应 用 汉 当 f 的 指数 是 
154,2 Of (K, j) Lk. EIRE, OCKA) 的 换 位 子 本 OK, D 
SRPSLAKCV ADi ECA E f WPR AAEE $ 9)。 利 用 
FRS A FAURE CES 6) ,我 们 容易 看 出 OCK, f) 的 每 
一 个 自 同 构 在 这 个 情形 都 由 OK, D 的 一 个 自 同 构 请 导出 来 ; 再 
利用 Ory 中 元 来 的 年 方 都 在 0; 中 这 件 事实 就 可 以 推出 OŸ(K, D 
的 每 一 个 自 向 均 都 是 由 0;( 信 ,让 的 -一 个 自 同 构 诱 导 册 来 的 。 


除了 上 面 项 种 情形 之 外 ,当天 是 无 限 域 时 , Mt A 9,(K,1) . 


‘ut 


DS vers dc 


的 自 岗 构 还 没有 决定 (时 47). 


$6. Æ PGL,(K), PSL,(K), PSp.,(K) 的 自 同 构 


将 前 面 的 方法 应 用 到 射影 至 的 主要 困难 是 在 这 些 季 里 出 现 了 
不 是 从 GLK) 的 对 合 ,而 是 从 CLK) PRAIRIE 
后 得 到 的 对 合 ( 第 一 章 $ 3). 因此 需要 利用 只 包含 本 构造 的 性 质 
将 “第 二 类 ”对 合 与 来 自 GL,(K) 中 对 合 的 那些 对 合 区 别 开 来 . 

首先 研究 射影 一 PGL,(K), 共 中 之 3 而 天 的 特征 数 E 2. 
这 时 我 们 可 以 在 这 个 莉 里 将 极 对 合 (它们 来 自 GLK) 中 的 极 对 
合 ) 与 其 余 的 对 合用 51 中 所 指出 的 第 一 种 方法 区 别 开 来 ， 即 用 考 
察 互相 交换 的 共 驾 对 合 的 极 大 集 区 别 开 来 ,除了 ”> 三 4 而 一 1 不 
是 KK 中 平方 元 来 这 个 情形 (J. Dieudonné(7]) :在 后 面 这 个 情形 ,为 
要 将 极 对 合 与 第 二 类 对 合 区 别 开 来 ,我 们 注意 ,如 果 u, v, u, v'i 
四 个 两 两 共 辐 的 第 二 类 对 合 (对 应 于 KK 中 一 个 非 平 方 元 素 7), 而 * 
和 > 交换 , e 和 交换 , 则 乘积 uv 和 wv' 不 一 定 在 PGL,(K) 中 
SEE. 这样, $1 中 的 方法 不 需要 作 任 何 修改 就 可 以 应 用 到 极 对 合 
上 来 ， FAN T PGL, SA METR PETEA GL,(K) 的 


ps 2 HARRI mere GLA(K) A 
的 方法 相同 的 方法 姓 明 了 这 一 点 . 
当天 的 特征 数 为 2 时 ,注意 PGLaCK) 中 任意 两 个 互相 交换 而 
_ 且 共 地 的 第 二 类 对 合 wz 的 乘积 uv 永远 不 与 < HN, TT GLK) 
中 的 对 合 却 不 可 能 如 此 ,因此 就 将 PGL,(R) 中 第 二 类 对 合 与 
GLa《K) 的 对 合 区别 开 了 ， 这样, S1 的 方法 就 可 应 用 , 因 之 上 面 所 
， 宣布 的 结果 仍然 成 立 . 
同样 的 方法 也 可 以 应 用 到 PSL:(K) bk, 除非 » 是 偶数 ,天 
“的 特征 数 Æ 200 一 1 不 属于 K HRPE. Dieudonné[7], 19 
A) 在 后 面 这 个 情形 , 要 区 别 2- 对 合 与 第 二 类 对 合 可 以 利用 号 
们 在 PSLs《K) 中 的 中 心 化 子 〈 第 一 章 $ 4) 的 性 质 ， -然后 $ 2 中 
所 用 的 方法 就 可 以 应 用 于 这 个 情形 , 而 结论 仍然 是 在 SL。(K) 的 
+416: 


PN 


自 司 构 已 知 的 每 一 个 情形 ,， PSLs(K) 的 自 同 构 可 以 将 SL, (CR) 的 
自 同 构 过 渡 到 商 可 而 得 到 . 


最 后 , ATHER Psp (K), FIRE ET; 这 时 仍 ， 


然 霸 要 将 极 对 合 与 第 二 类 对 合 区 别 开 ， 这 只 要 研究 它们 的 中 心 化 
子 朗 可 (上 见 第 一 章 $ 13 和 $14 及 J. Dieudonné[7], 32—34 H). 


57. & PU,(K,f), PU;(K,f) 及 
P0,(K, f) 的 自 同 构 


在 决定 PUs(KK, 有 ) 的 自 同 构 时 ,关于 第 二 类 对 合 , 同 样 困难 也 
会 出 现 ， 但 这 时 如 果 对 KK 或 f 不 作 任 何 假设 ,$6 中 的 方法 就 不 再 
能 应 用 .然而 ,无 尔 特 (J.。 Walter 最近 只 在 天 是 特征 数 夫 2 的 ( 交 
换 或 不 交换 的 ) 体 , 含 多 于 三 个 元 来 以 及 n 二 5 或 n 之 7 这些 假 设 
下 ,决定 了 PUK, 1) 的 自 同 构 ; 在 这 些 假设 下 , PUCK, f) 的 每 
、 一 个 自 MRH UCK, f) 的 一 个 自 同 构 诱导 出 来 . CAC 
À Rd obtenir) GENÈSE ACL PUCK, Der 
的 极 对 合 与 这 个 萤 里 其 余 的 对 合 区 别 开 ; 一 旦 达到 这 一 点 ,$4 的 
方法 不 需要 任何 本 质 的 修改 就 可 以 应 用 。 瑟 尔 特 (J，Walter) 的 证 
法 是 黎 卡 特 的 方法 (51) 的 发 展 , 首 先是 研究 对 于 PUCK, f) 中 任 
BARA zy( 丰 这 个 数 ， 这 时 发 生 困 难 是 因为 有 >(z) = 4 对 
于 极 对 合 以 及 (2z) > 4 PH UCK, f) 中 一 个 对 合 的 非 极 对 
合 , 可 是 可 能 有 (28) = 4 对 于 茶 些 第 二 类 对 合 .于 是 无 尔 特 研 究 了 
PUCK, f) PETE oG) = 4 的 那些 对 合 去 所 租 成 的 集合 天 ;对 于 
M 中 任意 三 个 不 相同 的 而 且 两 随 交 换 的 对 合 i, w, A o,o w) 
Releli, D, w)) 中 元 素 个 数 (符号 (S) 具有 $1 中 的 同样 意义 ， 
但 是 是 在 村 PUs(K, 有 ) 中 考虑 ), 最 后 ,以 (a) RM 5 A © EEA 
上 上 述 条 件 下 变动 时 , wi,5, 忆 ) 的 极 大 值 ， 仔 灵 研 究 了 集合 ME 
(基于 第 一 章 $13 和 $ 14 的 和 结果), 互 尔 特 证 明了 oG) 二 8 这 个 
关系 式 就 将 极 对 合 从 集合 M 的 元 素 中 鹿 划 出 来 ,除非 = 8 F0 
7 二 12; 而 这 黄种 情形 需要 用 特殊 方法 来 处 理 ( 齿 上 面 所 引 的 文 
W). 


wi 


在 这 之 前 , IKZI. Dieudonné[7], 55—57 页 ) 已 经 决定 了 
PO,CK, f) 的 自 同 构 , 其 中 了 时 指 数 > 1 的 对 称 形式 , An TA 
是 任意 > 3 的 整数 ,而 KK 是 特征 数 2 EER M 是 奇数 时 ， 
PO,(K, f) 35 OËCK, A Mii OCK, f) 的 自 同 构 在 $5 里 已 经 
决定 出 来 了 ; 当 # 是 偶数 时 ,所 用 的 方法 是 利用 非 极 对 合 与 它 的 超 
平面 包含 迷 向 向 攻 的 极 对 合 的 中 心 化 子 的 性 质 区 别 开 来 ， 这 个 区 
别 是 很 容易 的 ,只 要 研究 这 些 中 心 化 子 的 换 位 子 丰 并 利用 OK, f) 
中 任何 元 天 的 年 方 都 属于 它 的 换 位 子 第 这 件 事实 就 行 了 ， 最 后 的 
” 精 果 仍 然 是 POK, f) 的 自 同 构 都 是 由 0,(K, 衣 的 自 同 构 诱导 
出 来 的 . 

Mon 一 6 或 ?是 > 10 的 偶数 ,而 了 是 指数 > 1 的 对 人称 形 式 
HI POÏCK,f) 的 自 同 构 也 加 类 似 的 方法 决定 出 来 了 (J. Dieu- 
donné[7],57 一 60 页 )， 这 时 仍然 需要 证 朋 PO#(K, f) 中 一 个 2- 
对 合 从 的 中 心 化 子 , 当 * 的 一 2 引 特 征 子 空间 包含 迷 向 直线 时 ， 
不 能 和 第 二 类 对 合 的 中 心 化 子 同 构 ， 要 证 明 这 一 点 ， 只 要 考察 这 、 

.两 个 薄型 交换 对 合 的 极 大 集 关 证 明 这 油 个 集中 元 素 个 数 不 同 就 行 
T. 在 所 考虑 的 情形 , POIKA) 的 自 同 构 仍然 是 由 04(K, 办 :的 
自 同 构 郑 导出 来 的 《而 后 者 的 自 同 构 在 对 f 有 相同 的 假 必 下， 在 
$ 5 中 已 经 决定 了 )。 

当 n 二 4 而 f A 7 LUS CRT K= fF i f AY = 2 
可 能 是 例外 ) ,同样 结论 仍然 成 立 , 这 只 要 象 $5 REREH HE 
I 0+(K, 有 ) 的 特殊 构造 就 行 了 。 

当 二 8 时 ,有 例外 现象 发 生 ， 实 际 上 ,如 果 f 的 指数 之 1 而 


€ 8 
在 正中 存在 一 组 基 使 得 对 于 这 和 组 基 f(x, x) = DE, a R 
i=l 


性 (Trialit9) "HEC E. Cartan[2] 及 C. Chevalley[1]) 指 出 存在 
POFCK, f) 的 自 同 构 ， 将 2- 对 合 映 到 第 二 类 对 合 .” 然而 这 种 现 
象 在 对 于 f 的 规范 正 交 基 不 存在 时 ,不 会 发 生 ;在 这 种 情形 ，- 
POICK, f) 的 自 同 构 仍 然 由 OCK, f) 的 自 同 构 诱导 出 来 - (J. 
Dieudonné[7], 60 H). 
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”似乎 是 混用 区 别 POLK, 用 中 第 二 类 对 合 与 2- 对 合 的 方 法 
以 及 区 别 Ui(K,f) 中 (2, # 一 2) 型 或 (n 一 2, 2) 型 对 合 与 其 余 
对 合 的 方法 (55), 我 们 可 以 决定 出 PU# (K, f 的 自 同 构 来 , 其 中 
f 的 指数 > 1, J E1, 而 及 是 特征 数 + 2 的 任意 域 .。 但 是 到 目 
前 为 止 ， 只 对 于 有 限 域 K 做 到 了 这 一 点 ; 这 时 区 别 各 种 对 合 是 很 
容易 的 ， EA SUR RUE (rte 心 化 子 的 阶 不 相等 就 行 了 。 于 是 
证明 了 , 对 于 特征 数 A 2 的 仔 何 有 限 域 天 , 当 n 之 3 而 n 关 4 时 ， 


` PUŁ(K) 的 自 同 构 除了 PU} CF.) 和 PUS (Fa) 这 两 个 奉 可 能 是 


例外 ,都 是 由 Ui(K) 的 自 同 移 诱导 出 来 的 (J. Dieudonné[7],82— 
84 页 )、 这 个 断言 没 有 包括 的 -x 二 2 和 二 4 两 种 情形 可 以 化 为 
决定 其 余 有 限 典 型 便 的 自 同 构 的 问题 , CDR ZE PSEK) 和 
POLK, f) (KEK J 的 不 变 子 域 ) WARAK FAIRE CH 


88) ;前 者 在 S6 中 已 经 决定 了 .而 后 者 将 在 下 面 决定 出 来 . 


当 玉 是 特征 数 = 2 的 有 限 域 而 > 关 3 时 ,除了 PUT(CEFD) 之 
外 ,我 们 也 可 以 决定 PUIK, 的 自 同 构 (J. Dieudonné[7],84— 
88 页 )。 这 时 仍然 要 区 别 西平 延 与 其 余 的 对 合 , 只 要 计算 它们 
的 中 心 化 子 的 阶 就 行 了 ; 将 西平 延 区 别 出 来 之 后 , 从 PD#(K) 的 
一 个 自 同 构 出 发 ,我 们 就 得 到 从 迷 向 奏 线 的 集合 到 它 自身 之 上 的 
一 个 一 一 映射, 而 少将 两 条 正 交 的 站 线 映 到 两 条 正 交 的 相 线 . 
还 需要 将 少 拓展 到 尼 中 全 部 直线 的 集合 上 ， 使 得 可 以 象 通常 一 样 
应 用 射影 几何 的 基本 定理 ; 为 此 我 们 采用 马 山 的 “ 极 小 偶 "方法 的 
一 个 略为 改变 的 形式 ; 首先 我 们 证明 少 可 以 拓展 成 从 非 迷 向 平面 


的 集合 到 陛 自 身 之 上 的 一 个 一 一 映射 ,然后 再 三明, 如果 两 个 平面 、 


Pi Pa 有 一 条 公共 让 和 线 , 那 么 YC) 和 (PI) 也 有 一 条 公共 直线 ， 
最 后 再 鞍 明 包含 同一 条 直线 吃 的 非 迷 向 平面 的 集合 在 少 之 下 映 到 
和 包含 同一 条 直线 CD) 的 非 迷 向 平面 的 集合 。 这 时 , = 2 这 个 
情形 仍然 化 为 决定 PSL;(Kao) IE FARINE, TEH Á FA. 
已 知道 了 (8 8 和 $6). 

我 们 再 指出 , ARK, 当 天 是 无 限 域 时 ,我 们 卉 不 知道 者 
Q,CK,f) 的 自 同 构 ( 然 而 可 以 看 J. Dieudonné[9], 91—92 页 上 的 
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一 个 特殊 情形 )， 可 是 ;当天 是 符 征 数 A 2 的 有 限 域 时 ,我 们 可 以 
PET PQ,(K, 有 ) 的 自 同 构 ， 所 用 的 方法 ( 当 z > 6 Mr 8H) 
与 上 面 所 讨 葵 的 几 个 情形 有 相同 的 性 质 ， 印 基于 旋 子 范 数 〈 第 二 
#58), TUH O, HET 2。 的 对 合 的 充 要 条 件 ; 另 一 方面 ,只 
要 计算 各 种 对 合 在 PO, 中 的 中 心 化 子 的 阶 就 可 以 将 宅 们 区 别 开 
来 ， 于 是 我 们 得 到 结论 :在 所 考点 的 情形 ,， PRUA) 的 自 同 构 都 
是 由 0a(K, 有 的 一 个 自 同 构 诱导 出 来 的 (J. Dieudonné[7],61—65 ' 
A). 当 # = 二 8 时 ,如 果 f 的 乔 基 式 不 是 一 个 平方 元 素 , 那么 
PACK, P) 的 自 同 构 仍然 :类 型 的 ;而 在 相反 的 情形 ,这 种 类 
型 的 自 同 构 组 成 PO:(K, 力 的 全 部 自 同 构 的 地 的 一 个 指数 3 的 正 
规 子 僵 ， 当 3 达 n 乏 5 时 ,我 科 可 以 将 决定 POK, f) 的 自 同 构 
的 问题 化 为 决定 PSLm(K) 和 PSps(K) 的 自 同 构 的 问题 ( 见 $8)， 
币 旋 们 的 自 同 构 都 已 经 决定 了 . ` 
最 后 ,当天 是 特征 数 = 2 的 有 限 域 ， 而 ”是 > 10 的 偶数 时 ， 
我 们 可 以 决定 POK, 8) 的 自 同 构 ， 这 时 我 们 有 Q. = P9, W 
此 没有 第 二 类 对 合 ;可 是 正 交 平 延 不 属于 9,， 因 而 需要 研究 2- 对 
” 售 ， 我 们 年 明 有 两 类 2- 对 合 , 一 类 (“乘积 类 ”) 是 由 两 个 互相 交换 
的 平 延 的 乘积 组 成 的 ; 我 们 仍然 利用 对 合 的 中 心 化 子 的 构造 将 这 
类 对 合剂 划 出 来 ， 然 后 需要 在 “乘积 类 ”里 的 两 个 互相 交换 的 2- 对 
合 所 和 组成 的 偶 (4,v) 之 中 区 别 出 “ 正 则 交换 ”的 来 所谓 和 w“ 正 
则 交换 ”, 就 是 说 zx 和 ”的 2 维 子 空间 有 一 个 1 维 的 交 ; 而 这 个 情 
形 由 乘积 vo 不 是 一 个 2- 对 合 这 件 事实 所 刻 划 .最 后 ,变化 “ 极 小 偶 ” 
的 方法 就 可 以 证 明 PQ,(K,f) 的 一 个 自 同 构 将 "乘积 类 ”里 其 2 维 
子 空 间 有 一 条 公共 直线 的 2- 对 合 的 集合 映 到 同样 性 质 的 一 个 集 
合 ; 因 此 我 们 可 以 应 用 射影 几何 的 基本 定理 ,从 而 推出 9,(K&, 有 ) 的 
每 一 个 自 同 构 的 形状 都 是 x 一 gug’, 其 中 8 属于 TOs(K, f) O. 
Dieudonné[7], 65—70 页 ). n = 4 fn = 6 两 种 情形 仍然 可 以 化 
为 决定 形状 PSL(K:), PUȚ (Ki) 或 PSL: (K) 的 于 的 自 同 构 问 
题 ( 见 $8), 其 中 K 是 一 个 特征 数 = 2 的 有 限 域 , 布 在 上 面 这 些 敬 
自 同 构 都 已 经 决定 了 ;然而 我 们 并 不 知道 尾 P9(K,O) 的 自 同 构 ， 
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$8. AAA 


一 个 典型 人 Gn, K, A) REF ME 玉 , 一 个 整数 n CRE 
用 的 空间 的 维 数 ), 以 及 一 个 已 知 指 数 的 竺 双 线 性 形式 (或 二 次 形 
式 0); 我 们 说 , 从 Glan, K, f) 到 G'a, K', f) 上 的 一 个 同 构 是 
一 般 同 构 , 如 果 在 写 的 定义 中 不 出 现 体 玉 的 特殊 构造 ( 除 天 可 能 是 
交换 的 之 外 ) ,因而 如 果 将 任意 一 个 休 K 〈 可 能 是 交换 的 ) 代 入 ,就 
得 到 相应 的 恒 的 一 个 同 构 (K' 自然 依赖 于 K). 在 其 余 情形 ,我 们 
说 是 例外 同 构 。 - 

,我 们 已 烃 蔽 到 过 一 般 同 构 , 例如 , 从 SpK) 到 .SLK) 上 的 
同 构 而 天 是 任意 域 ,以 及 从 Ui(K, f) 到 SLK) 上 的 同 构 , 其 中 
KÆR, J #1, 的 指数 是 1， 而 Ko 是 J 的 不 变 子 域 (第 二 章 64 
和 8$5)。 其 余 一 切 已 知 的 一 般 同 构 (在 第 二 章 $9 中 研究 对 03 和 
O, 时 已 经 遇 到 了 一 些 ) ， 按 威 尔 登 (B. L. van der Waer- 
den[1], 18—28 页 ) 所 系统 发 展 的 一 个 方法 ,可 以 与 其 中 唯一 的 一 
个 联系 起 来 . a 

KAHE an FP BEK Ay 2 AE Be A 2, FL Æ M 
Kt,E 是 F. 上 6 条 的 双向 旺 窒 间 ; 如 果 (ei)1<ies 是 的 一 组 基 , 那 
© heihei < j) 就 组 成 E 的 一 组 基 , 而 其 个 双向 量 x,y 的 外 乘积 

可 以 写作 x 人 人 y 二 f(x,y)et 人 ey 八 e3 人 e4, 其 中 和 纯 量 积 1(x,y) AE 
“上 的 一 个 非 退 化 的 指数 等 于 3 的 对 称 双 米 性 形式 .关系 式 f(x,x) 

二 0 表明 x 是 一 个 (对 应 于 的 一 个 2 维 子 空前 的 ) 可 分 解 双向 

量 ; 因此 我 们 可 以 将 格拉 斯 琶 空 间 G1:(F) 看 作 是 P(E) 中 由 方程 

f(x,x) 二 0 (一 个 5 维 空间 中 的 “一 次 虹 面 ”) 所 定义 的 点 集 。 这 样 ， 

说 v 是 一 个 从 F 到 它 自身 之 上 的 站 线性 映射 , * 是 v 的 第 二 外 乘 

F v 〇 ,换言之 ,是 从 已 到 它 自 己 之 上 的 牢 线 性 映射 使 得 x(* 入 人 一 . 
v(s) AA 对 任意 两 个 向 量 *, 上 我们 立刻 有 fu(*), 4(y)) 二 

Cdet o) Ce, y) An o 2 o 的 自 同 构 ; 换 言 之 ,z 是 对 于 形式 f 

的 一 个 什 类 似 变换 ， 反 之 ,如 果 z 是 这 样 一 个 个 类 似 变换 ,那么 对 


应 的 射影 变换 吉 将 G:CF) 映 到 心 自身 ;因为 GCF) 中 其 个 “ 相 粘 切 ” 


“12L* 


(在 第 一 章 $2 的 意义 下 ) 的 元 素 是 那样 的 两 个 元 素 使 得 PCE) 中 
连接 它 合 的 直线 都 包含 在 GCF) 中， 所 以 和 六 ! 都 将 两 个 相 丫 
切 的 元 素 映 到 两 个 相 粘 切 的 元 素 ， 因 此 我 们 可 以 应 用 周 灶 良 的 定 


` 理 (第 三 章 8$2): 如 果 z 不 将 二 次 曲面 GF) 上 两 个 平面 类 Nz(E)， 


NICE) EE; 那 就 存在 一 个 从 下 到 它 自身 之 上 的 生 厂 性 映射 x 使 
得 "er 将 P(E) 中 的 点 痢 保 持 不 变 ,因而 是 一 个 位 似 变换 。 换 
BZ, RIA u= pov” ai BE K*; 此 外 ,我们 训 无 困难 地 可 


” 以 验证 关系 式 à v = pre vi? HE ho 及 =p QER). 


如 果 反 之 ,上 将 NICE) 和 Ni CE) 互 换 , u 就 是 从 下 到 F* 之 上 的 
一 个 牛 线 性 映射 (换言之 ,下 的 一 个 对 射 变换 ) HR IGRR EMA 
F* 上 的 双向 量 空间 到 届 上 的 双向 量 空前 之 上 的 自然 呐 射 ( 除 一 因 
子 外 ,唯一 确定 ) 的 乘积 。 当 "是 线性 映射 时 , u 就 是 对 于 的 一 
个 让 接 类 似 变换 ,而 且 反 之 亦 然 ; 于 是 我 们 看 到 定义 3 个 从 让 乘积 
K*X GLE 到 对 于 形式 f 的 直接 类 似 变换 所 和 组成 的 考 GOF HO) 
让 的 一 个 同 态 (sz 一 pv 中 ,这 个 同 态 的 核 是 由 元 素 (4,27) DFA 


“成 的 一 个 子 醒 ， 其 中 26 K; IE, po KRPE detlo), 再 


省，E 上 一 切 指数 3 的 非 退 化 对 秘 双 线性 形式 都 与 了 等 价 〈 第 一 
#$11), EERIE — ART LEE R h IE ZE A A — A [FI 


.# 


从 这 一 点 出 发 , 范 德 威 尔 登 的 方法 依 顿 于 下 面 的 两 个 注意 .1? 
如 果 了 是 K 上 ?纵向 量 空间 E 上 的 一 个 非 退 化 的 对 称 双 线性 形 
式 ,及 是 中 的 一 个 非 迷 向 超 在 面 , 九 是 f EH LR, HZ 

Ot- (K, f) 就 是 OFK) R GOL, A) 中 将 一 个 线性 形式 * PR 
持 不 变 的 元 素 所 和 组 成 的 子 亿 ,而 x 使 得 zx(x*) = 0 是 H 的 方程 ;2。 
如 果 Ki: 是 玉 的 一 个 子 域 使 得 [Kiki] = 2 Mo EKE K LRT 
单位 的 那个 自 同 构 ， 那 么 枯 GOC, f) 就 是 GOÏCK, f) 中 与 
TOs《K,f) 中 第 对 合 (6&;) — (ET) (8; 是 E 中 一 点 对 于 任意 一 个 基底 
的 华 标 ) 交 换 的 变换 所 姐 成 的 子 恒 . F, E 上 任意 一 个 非 退 化 的 
对 称 双 米 性 形式 ,只 要 将 域 上 K 用 一 个 从 K 陆 入 你 若干 个 二 次 扩张 


而 得 到 的 玉 的 一 个 扩张 来 代 蔡 , 就 可 以 变 成 一 个 最 大 指数 的 形式 ， 


w122， 


` 


+X 


À 


- 


因此 我 们 看 到 , Y THAR Of (其 中 < 6), 只 要 将 上 面 的 条 件 

翻译 成 在 上 面 上 所 描写 的 同 构 下 与 GOK, f) (f 的 指数 为 3 ) 同 构 
的 K* X GLs(K) 的 商 芥 上 的 条 件 ,就 可 以 得 到 一 个 自然 同 构 , 

这 样 ,对 于 3 <a < 6, 我 们 得 到 车 OF 的 13 个 一 般 同 构 , 其 

、 中 一 部 分 已 由 B. L. 范 德 威 尔 登 (van der Waerden[11，18 一 28 


， 页 ， 在 那里 可 以 找到 这 个 周 题 的 过 去 工作 的 文献 ) 举 出 ， 而 下 ， 


IKSEUT. Dieudonnél 14], 200—225 页 ) 把 剩 下 的 完全 举 了 出 来 ; 
.此 外 这 个 方法 需要 利用 第 一 章 $ 15 PRRP RNI 
. 不 拟 重 述 第 二 章 $9 中 所 叙述 过 的 关于 便 0+ 和 0+ 的 同 构 ; 此 地 只 


局 限于 举 出 我 们 所 得 到 的 单 于 (因此 是 对 应 于 指数 > 1 的 形式 的 


5 维和 6 维 正 交 价 ) 的 一 般 同 构 : 
I 二 6。 如 果 对 称 形式 f 的 指数 等 于 3, WAAR POK, A) 
BAR PSL,(K) FH, 
如 果 的 指数 等 于 2, POK DR EME PU#(KECV 一 全))9) 
励 构 , 其 中 A 是 了 的 御 别 式 而 8 是 一 个 指数 2 的 厄 米 特 形式 
如 果 f 的 指数 等 于 1 — A 是 一 个 平方 元 来 ,PQs《K,f) 就 
SKA PSLK) FH, 其 中 Ki 是 天 上 的 广义 四 元 数 体 . 
如 果 f 的 指数 等 于 1 而 一 全 PE NFHR, POK, f) 
RER TL, g)/W: (第 二 训 54 的 等 号) 同 构 ,其 中 工 是 休 
' 及 (YX 一 A) 上 的 广义 四 元 数 体 ，8 是 一 个 对 于 第 二 类 对 合 了 的 指 
数 等 于 1 的 厄 米 特 (或 反 契 米 特 ) 形 式 ,市 ] 在 KCV 二 和 ) 上 与 这 
! 个 域 在 上 的 异 于 单位 的 那个 自 同 构 一 致 . 


I. n = 5 如果 形式 f 的 指数 等 于 2, RE POK, N 就 与 辛 ， 


. ÆPSnCK) 同 构 。 - 
.如 果 f 的 指数 等 于 1, 单车 POK, DER TÈL, g)/W 
(第 二 举 54 的 符号 ) 同 构 , 其 中 工 是 K 上 的 广义 四 元 数 体 ,8 是 一 
” 个 对 于 工 中 唯一 的 那个 其 不 变 元 素 的 集合 是 中 心 K 的 对 合 的 指数 
等 于 工 的 反 厄 米 特 形式 . 
这 些 千 时 中 的 某 些 可 以 杀 3 MAD HEURE, RESE 


| RAF REORKAFEI(M. Eichler[21,33 一 35 页 ;及 C. Chevalley[1} 


` oe mt 


. 1% 


102—105 H). 

我 们 再 在 用 这 些 方法 所 得 到 的 自 同 构 之 中 举 出 (在 第 二 章 $9 
中 所 没有 举 出 来 的 ) 正 交 芥 OFK, f) SERERE GUIK g) 
(其 中 ,是 K 的 一 个 二 次 扩张 ， 而 8 是 K 上 指数 0 的 一 个 厄 米 


特 形式 ) 对 于 位 似 变 换 荀 的 商 全 之 间 的 向 构 , 其 中 ,的 指数 是 0。 


当 K 的 特征 数 等 于 2 时 ,我们 仍然 象 上 面 一 样 得 到 一 个 从 
K* X GL(K) IIR GOË(K, Q) 上 的 同 态 ,其 中 9 是 一 个 指数 3 
的 无 亏 数 的 二 次 形式 (第 一 章 $ 16)、 从 这 出 发 , 范 德 威 尔 登 的 方 
法 当 8 的 指数 等 于 2 时 ,仍然 输出 POCK, O) 的 同样 的 一 般 同 构 
(这 时 À Æ 9 的 仿制 别 式 (第 二 章 $10));n 一 6 而 2 的 指数 <) 
的 情形 还 洛 有 研究 ， 我 们 提醒 一 下 ,对 0,(K,9) 的 一 般 同 构 鲁 在 
第 二 章 S 10 中 研究 过 (此 地 只 有 n= 6 An = 4 西 种 情形 需要 研 


g). 
E OFK, 有 (tf 的 指数 等 于 3) 中 的 其 它 类 型 的 牢 对 合 ， 


可 以 用 同样 方法 得 到 广义 四 元 数 体 上 丁克 的 同 构 ; 如 果 工 是 这 样 
一 个 体 ，J 是 L 的 唯一 的 那个 对 合 ,其 不 变 元 素 的 集合 是 工 的 中 


Ù RATT ARER ,例如 (采用 第 二 章 $4 的 符号 ), 如 果 8 是 万 一 Z3 


上 一 个 指数 1 的 反 厄 米 特 形式 ,从 TÈL, g)/W 就 与 单车 PUF 


| CALE 其 中 天 是 包含 在 工 中 的 工 的 中 心 的 一 个 二 次 扩张 ,而 


了 是 本 上 指数 1 的 一 个 反 厄 米 特 形式 (J. Dieudonnt[171)。 就 用 


` KARET MREMA TCL, g) (g 是 对 于 了 的 指数 工 的 反 厄 米 特 “ 


形式 ) 不 是 Da( 工 ,8) 的 的 位 子 便 以 及 蕴 U,/T, 不 能 包含 一 个 单 下 

作为 一 个 正规 本 列 中 的 因子 ( 见 上 面 所 引 的 文献 )。 
“除了 刚才 页 的 那些 一 般 同和 构 之 外 , 我 们 还 知道 PÉL.(K) j 

PSpm(K), PU#(K) 三 种 类 型 的 有 限 吉 以 及 对 称 杜 CRETE: 


An ZMA, 这 些 同 构 是 由 鹏 当 (C. Jordan)! fn Aa 


O WEE (L. Dickson) 所 发 现 的, 字 们 是 :. 


D 看 PSLAF,) SRE S, 同 构 ; 
2) Æ PSZ:(EF;) SAS A 同 构 ; 
3)  PSLAF,) 和 PSL(F;) 都 与 交错 醒 A 同 构 ; 


Se 


DES 'PSL (F) 和 PSL(F) 是 同 构 的 168 MAI; 
.5) $ PSLAF,) 5235F U MH; 
”6) 从 PSLE) 与 交错 全 AU 同 构 ; 
7) ER PSE.) 与 对 称 等 S, 同 构 ; 
<8) Æ PSp(F:) 和 PUY(FS) 是 同 梅 的 25920 NAR. 
前 面 提 到 的 那些 作者 在 证 明 上 面 这 些 同 构 所 用 的 方法 是 对 于 


， 所 考察 的 有 限 办 找 出 一 绷 适 丛 某 些 条 件 的 生成 元 素 组 ， 大 征明 在 


我 们 要 生 明 旋 们 同 构 的 便 中 泛 当 选取 这 些 元 素 可 使 写 们 的 生成 元 


， 素 的 个 数 相等 而 且 活 合 同样 的 条 件 。 我 们 也 可 以 用 另外 的 方法 得 


到 这 些 例外 同 构 ， ENA EREE T AES BRN LITRI 
0. Dicudonné[ 18], W. L. Edgel1,2 ,3]). 
| 59. MESA) 
`§ 8 PARRA RASE AIR T i—i RAS Hi SR ZA 7 


“ 定 地 予以 解决 ;我 们 举 出 截止 日前 为 止 已 六 得 到 的 主要 烙 果 . 
(KXn > 2,m > 2) 除了 PSLXF7) ， 


首先 ,下 PSL,(K) 和 PSL 
和 PSLAF) mien à 


tp 


NE A 首先 施 菜 尔 (O. Schreier) 
和 范 德 威 尔 登 (B. L. van der Waerden)® 当 K 和 天 ' 是 域 时 ,证 
BTE, JAKKZE (J. Dieudonné[7]，22 一 25 页 及 [6] 91—94 
页 ) 当 K 和 K' 任意 时 ,除了 几 个 情形 没有 解决 以 外 ， Un TE; 348 
罗 庚 和 万 哲 先 目 兰花 了 这 几 个 没有 解决 的 情形 。 

我 们 可 以 按照 K HK 部 有 限 或 无 限 而 分 成 两 种 情形 来 研 


RE. 在 第 一 种 情形 , 施 菊 尔 和 和 范 德 威 尔 登 的 方法 在 于 证 明 当 n 之 3 


.时 ， 平 延 是 PSL,(K) 中 除了 单位 元 素 之 外 其 中 心 化 子 的 阶 最 大 


HIER. 当 n 之 3 和 m 之 3 时, $1. 中 所 放 的 决定 GL,(K) 的 自 


、 疯 物 的 方法 可 以 用 来 证 明 从 PSL,(K) 到 PSLm(K') 上 的 一 个 同 : 


‘ ‘ f : 1 


5% 


REAA K BI Km (或 其 对 偶 ) 上 的 一 个 个 生 性 映射 , 电 此 如 


得 结论 ， 还 需要 研究 整数 ”和 m 之 一 等 于 2 的 情形 ;这 时 利用 

PSL(K) (K 有 限 ) 中 任意 一 个 异 于 单位 的 元 素 的 中 心 化 子 都 是 可 

解 的 这 件 事实 ,然后 再 研究 所 出 现 的 有 限 帮 的 阶 序 可 完成 证 明 。 
当 RAR 都 无 限时 ， 对 于 这 个 更 一 般 的 情形 所 用 的 方法 依 


， 束 于 研究 所 考察 的 全 中 的 对 合 。 首先 ，K 和 天 的 特征 数 应 融 都 


关 2 RIEF 2; 这 可 由 下 面 这 件 事实 推出 :如 果 玉 的 特征 数 = 2, 
那么 .PSL,(K) 中 就 有 两 随 交 换 而 且 茶 邢 的 对 合 的 无 限 集 ， 可 是 
当 天 的 特征 数 A 2 时 却 不 是 这 样 的 。 先 假定 K 和 K' 的 特征 数 
都 E2, 那么 研究 一 下 PSL。(K) 中 共 齐 而 且 交换 的 对 合 的 极 大 
集中 元 素 的 个 数 就 可 以 证明 一 定 有 着 = n; 对 于 m 和 à 的 小 数 
值 ,需要 一 些 补充 推理 来 除去 上 面 这 个 方法 所 不 能 计 葵 的 情形 ;最 
闲 难 的 * = 2, m = 3 这 个 情形 旺 由 华罗庚 和 万 否 先 证 明 的 ( 见 上 


” , 面 所 引 的 文献 )。 一旦 证 明了 xm =n, 4 m = n > 2 时 46 的 方法 


就 可 以 用 来 起 明 K 和 K' 同 构 或 反 同 构 . 


如 果 开 和 天 ' 的 特征 数 等 于 2,0 n > 6, 那么 PSLo(K) 中 


的 寿 延 可 以 用 一 个 与 # 无 关 的 性 质 来 决定 (51 及 $6); 从 PSL,(K) 


I) PSLn(K') 上 的 每 一 个 自 同 构 , 当 wn 之 6 及 m 之 6 时 ,都 将 平 延 | 


RARE, DEED MEHLREE, Au m,n 这 两 个 数 中 用 一 个 <6, 
还 需要 用 补充 推理 ; RRE ERE, BIAT (2,3) 和 
(4,5) 的 情形 ， 是 由 华罗庚 和 万 哲 先 解决 的 ( 见 上 面 所 引 的 文献 ). 
和 施 菜 尔 (O. Schreier) FNE FERRA RIR (B. L. van der Waerden) ul 
HIERT , RT $3 中 所 举 出 的 情形 之 外 ， 不 再 有 于 PSL,(K) 与 


SR A, 同 构 ; 他 们 的 方法 是 对 施行 TARE, 而 利用 PSL,(K) 


x CK 有 限 )》 中 元 素 的 中 心 化 子 有 一 个 粗 成 本 链 ， 其 中 的 单 因子 与 


ë 


LE PSL,CK') 同 构 , 而 h < n, 
be Tire: æ FRE A FUN? REE 


goal es 39—41 D. 所 用 的 方法 与 上 
HARRI, DAANA RUR LRR ARMET. 


“126 


” 另 一 方面 ， 当 m> 1 时 ,没有 覃 PSps(K) 可 以 和 形状 PSLAK) 
RAI à, 园 构 O. Dieudonné[7], 41—45 页 )， 其 中 
K 是 域 所 用 的 方法 也 是 类 似 的 ， 即 对 7 施行 用 归 灿 法 . 

， 形状 P8s(K, 放 或 PU;(K, 有 (KK 交 澳 ) 的 典型 曹 与 其 七 类 
型 的 典型 友之 间 可 能 的 同 构 ,一 般 说 来 还 没有 决定 出 来 .然而 我 们 
' 能 在 KK 是 有 限 域 时 研究 这 个 问题 利用 上 面 的 灶 果 和 同样 类 型 的 
方法 (主要 是 基于 研究 对 合 的 中 心 化 子 ), 最 后 达到 千 葵 , 除了 $8 
中 所 举 出 的 一般 到 例外 ) 同 构 之 外 ， 


B-N HERMIEN, IRT SS Seksi 出 的 一 - 般 同 构 之 外 ， 对 于 

POK DAME 的 指数 > [Cn — 29/21) PUCK, f) 
”类 型 的 可 (其 中 的 指 浆 是 | © |) 不 再 有 共 它 的 一 般 同 构 ,因为 取 
为 任意 一 个 有 限 域 ,就 可 以 将 这 样 一 个 同 构 特殊 化 ,使 其 成 这 些 
类 型 的 有 限 和 的 一 个 同 构 


127». 


ss miser 
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A 书 中 采用 的 符号 


、， EEK, 5 是 天 的 自 同 构 或 从 天 到 天 上 的 同 构 )， À° CHERE Ca)» 


如果 4 HE Co) ). 3 

K (与 太 相 逆 的 体 ), J (从 天 到 K? 上 的 同 构 ) ,€/(6 € K), A CHERE 
Ca), 如 果 4 = (aij)). 2 

E = (EN ET = (EN, £1 = (EI. í 


Ce) 二 x(x) (x ERRAR E PTR, x LE 的 对 偶 8* 中 的 


， ne 
tu, K eu (u 是 牛 线 性 映射 ): 第 一 章 $ 6, 


A Ca A= (oui) BITE Cœ:)). 
HG) f( 牢 双 线 性 形式 ) :第 一 章 55, 


VCV 的 正 交 子 实 间 ) :第 一 章 57, Ee 


o v (形式 了 的 指数 ) :第 一 章 $ 7. 1 \ 
MOER f AIR FAR) PRE 0, - 
` TLACR), GL«(K), Hn, Zn: 第 一 章 $ 1, 


训 ( 比 值 a 的 位 似 变 换 ): 第 一 章 5 1. 


“Cs 是 直射 变换 ) :第 一 章 5 1 
,PYE), Pan(K): 第 一 章 $1. 
© PTÈS(K), PGLs(K): 第 一 章 51. 


SP。(K) ，PSL。(K): 第 二 章 $1. 
TU,(K,f); GU,(K,f), UK), Us(K, A), Lo: 第 一 章 $9. 
GU#(K, 人 有 ): HR $13, 

U#CK, 人 有): 第 二 章 $5. 


“TCK; 用 ,Ws: 第 二 章 $4. 


i 
“128: 


.PFU,(K, D, PGU,(K,f), PU,(K,f): 第 一 章 59。 
PU#(K, 有 ): 第 二 章 $ 5. 
| SP CR), GSp CR), Spn(K): 第 一 章 $9.。 
PFSpa(K), PGSp,(K), PSp.(K): 第 一 章 '§ 9.. 
TO,(K,f), GO,CK,f), On(K,): 第 一 章 $ 9. 
O#(K, 有 ,Qa(K, 有 ): TES 6. 
T ORK, f): 第 二 章 5$7， 
PTO,(K3f); PGOsK,f), POK, f): mo, 
4 POÏCK,f), POCK,f): 第 二 章 8 6， 
t Q(x) ,0 (特征 数 = 2 的 域 上 的 二 次 形式 ) :第 一 章 $ 16。 
pe To,(K,0), GO,(K,0), 0a(K,0): 第 一 章 $ 16. 
P PTO,(K,0), PGO,(K,0), POACK,0): 第 一 章 $ 16,7 
'， ”04(K,0), 0,(K,0), Q,(K,0): 第 二 章 $10 及 $11. 
Es: 4 个 元 素 的 有 限 域 ; Q: 有 理 数 域 ; R: 实数 域 。 


= 


六 `B. 书 中 某 些 部 分 所 条 用 的 特殊 符号 


O U+, U (一 个 对 合 的 特征 子 空间 ) :第 一 章 $3，$ 4， $4 及 $15, 

、 ， Bi(X) (于 延 的 矩阵 ) :第 二 章 $1 及 $2。 

Lg. CO, O, CO), emd CEARRA, 2,0 À GE FE 
数 ) :第 二 章 $ 7. 
C(9)， CO), su, p(o): Hs 10. 
E GCE), & o: HERS 2, 
Co.. AE): 第 三 章 $3; N+(E)， NE): 第 三 章 $4. 
es), vlu,v), vlu): 第 四 章 5 1, 


nerra | x +. à# 
GL(#,K) GLa(K) 
SL(#,K) SLa(K) 
PGL(#,K) PGL,(K) 
PSL(#,K) PSLA(K) 
GF(a) GF(a) Fa 
GLH(#,9) GL(n,a) GLn(Fa) 
SLH(n,9) SL(n,a) SLa(Fa) 
PGL(n,9) PGLn(Fo) 
LE(,) PSL(n,9) PSLA(Fa) j 
C(2m,K) ShO 
PC(2m,K) PSpam(K) 
v SAQm,q) C(2m,4) Spem (Fa) 
AQm,a) PC(2m ,4) ` PSpsm(Fe) 
U(n,P,K),U(#,K) Ua(K,) 
5 SU(n,P,K),SU(n, K) Un*(K,f) 
PSU(n,P,K),PSU(”,K) PUnt(K,f) 
(假定 有 一 站 规范 正 交 基 ; P 为 / 的 不 变 子 域 ,假定 上 交换 ) 
‘ H(2m,P,K) UamCK3f) 
SH(2m,P,K) + | Uin(K, D 
` PSH(2m,P,K) PUCK, P) ` 
《假定 F 的 指数 为 m》 
U(n,4) Un(Fa) 
SU(n,q) UŒ) |! 
HO(n,a) PsU(n,q) PU (Fa) 
© HA(2m,4) ， PUim(Fo) 
: Ola, K,Q) . OK 
CK 的 特征 数 + 2, OC) = 1(x,*)) 
PO(n,K,0) | PosK 
《KK 的 特征 数 半 2, OC) = f(x,*)) 
Ox,K) Os(K,D 
POi(n,K) POX(K,f) 
CK REM E 2, f AAEE) 
On(n,a) 1 0E) 
(4 2 ARR, DE f HAN) 


C. EEL. E. Dickson)" 的 符号 和 范 德 威 尔 登 
(B. L. van der Waerden) 中 的 符号 


ok E 


+ 3 
À r 
j 7 BO 
dE CEE 范 德 威 尔 登 | % a 
“| Oba) | nEaN 
; Ca 2ERARR, DE f HAND 
` p FO(R,4) POi(n,49) | PQa(Fo,f) 
iwN (的 判别 式 是 Fa 中 的 一 个 东方 元 素 ) 
~ S0@,d) POs(n,q) | PQaFa,)) 
《+ 的 判别 式 Y 不 是 Fg 中 的 平方 元 素 ) 
` O(n,K,0) : 1 OrCK,0) 
i 《K 是 特征 数 = 2 的 完备 域 ) 
NC2m, K) 1 Odn(K,0) . 
| 《KK 是 特征 数 = 2 的 完备 域 , 入 是 9 的 的 刊 别 式 ) 
| «FHQm,a) JoC2m,q) Qam(Fa,0) 
、| (8 的 指数 为 m) 
SA SH(l2m,q) JC2m,q) Qsm (Fa,0) 


QO, 9 的 指数 为 m 一 1) 


hy 我 个 指出 ,有 些 作者 用 SOC», K,0) R OKK, A) CM OG) = jz,z77， 而 当 
x | TEER HER SO). 


5 è 
Es » 


定义 和 主要 定理 索引 


， 一 个 子 空 加 的 正 交 子 空间 :第 一 章 57. 


一 般 射影 村 :第 一 章 3 1. 
RRR A S 1. 

二 次 (形式 ): 第 一 章 5 16. 

三 次 形式 的 秩 :第 一 章 $ 16, 
二 次 形式 的 志 数 :第 一 章 5 16. 


与 一 个 退化 洁 双 和 线性 形式 相关 的 非 退化 


形式 :第 一 章 $ 6. 


ARE: RES 1。 


中 心 位 似 变 换 : 第 一 章 5 1. 
NE CRT, A): MESA, 55% 
$10, 


` ERRERA S 6. 
/反对 称 ( 元 素 , 形 式 ): 第 一 章 5 6。 


PARK: MH S5. 
RICE. 


TT 
TEA GER) : IE S 6. 


KRAER: 2 — € $ 10. 


IEEE): 第 一 章 $ 934 5,165 《向 最 ); 


#— 5 16. 
正 交 牛 类 似 变 换 : 第 一 意 $9 及 5 16. 
正 交 类 似 变换 :第 一 章 59 及 5$ 16. 
正 交 繁 :第 一 章 5$9 及 5$16. 
正 交 基 ,规范 正 交 基 , 广 基 :第 一 章 58. 


- 侍 双 绞 性 (形式 ): 第 一 竟 $ 5. 


个 双 术 性 形式 的 秩 :第 一 章 55. 
个 双 往 性 形式 的 矩阵: 第 一 栖 $ 5. 


. 个 双 粮 性 形式 的 变形 :第 一 章 $ 8. 


个 对 合 :第 一 章 53. 

从 商 曼 (向 景 ): 第 二 意 $11 

舍 类 似 变 换 的 宁 子 :第 一 章 $9。 
PRR: AESI 


PRERNA: AES. 
PRERJA: E S 1. 


对 合 的 特征 子 空间 :第 一 章 $ 3。 


.对称 :第 一 意 5 12., 


132. 


à 
对 称 (元 素 ,形式 ): 第 一 童 $6。 / 
HAER AE 5 555 — MENT 
影 可 换 的 对 射 变换 :第 一 章 $ 15, 
平 延 : 第 一 章 $ 2;( 的 站 弦 , 的 超 平面 ): 第 
一 章 52. Be 


ABPRRHZRER: MES 16, 


RARES: RE $6。 å 
全 迷 向 ( 子 空间 ): 第 一 章 -3$7。、 
伪 判 别 式 :第 二 章 $ 10, 
行列 式 ( 非 交 换 体 上 的 ): 第 二 章 7. zS 
体 上 的 对 合 : 第 一 章 $ 6; 体 上 的 第 一 类 
《第 二 类 ) 对 合 :第 二 章 55。 
两 个 流 形 的 合 莽 数 : 第 三 章 $2。 
拟 对 称 :第 一 意 $12。 
形式 的 指数 :第 一 章 57 及 16。\ 
ETES TERRE t, 
位 似 变 换 :第 一 章 $ 1. 
辛 中 类 拟 变换 :第 一 竟 5 9。 
辛 类 似 变换 :第 一 章 $ 9。 
FRASO. 
本 个 类 似 变 换 : 第 一 章 5 9. As 
ARMER MSO, Ê 
FM: 50. 
KI (Dickson) ARE: A $ 10, 
FRA tE (Clifford) 代数 : 第 二 章 $7 A 
QUE à: 
伸缩 变换 :第 一 章 $ 2. 
极 (对 合 ): 第 四 章 $1。 
轰 小 假 :第 四 章 $1. 
IREA CURE): 第 一 章 55.、 
(二 次 形式 ): 第 一 章 5 16、 1 
BBA MR $ 1; AE: Ge “ 
一 章 §1; 与 一 个 直射 变换 射影 可 换 的 ， 
直射 变换 :第 一 章 $ 4; 与 一 个 对 射 变 换 
射影 可 换 的 直射 变换 :第 一 章 $9. 
直接 类 似 变换 ;第 二 章 13, 和 , 
单纯 性 元 判断 :第 二 章 $2， $4, 895 $10, 


` 


-e 


“5 了 2 及 $13。 
奋 异 (向 景 , 子 竺 卫 ): 第 一 章 16, 
变换 :第 一 章 5$9. 
谜 向 (向 景 , 子 空间 ): 第 一 章 $7;( 流 形 ): 
WERS. 
特殊 射影 (或 么 模 ) 射 影 腹 :第 二 间 ; 2。 
ARREA NESL, 
射影 几何 的 基本 定理 :第 三 章 5 1. 
粘 切 ( 流 形 ): 第 三 章 52 及 人 4. 
旋 子 范 数 :第 二 章 $7 及 510, 
施 畔 :第 二 意 $ 6 及 5 10, 
放 粮 流 ; 第 二 章 56 及 5 10, 
PEAME S. 


> 


RATER CMD: 第 二 章 37 及 
510. Bp 
起 对 非 迷 向 (形式 , 子 空间 ): 第 一 章 57. 

等 价 (形式 :划一 章 $3 及 $ 16。 

HN CE, 交换 ): 第 二 章 55,59 及 
$10, $ 

MERE 5. 

HE (Wite) SEM S 11 A 5 16, 

PR ER TEN 

GLaCK) 中 的 对 合 : 第 一 章 5 3, GLACRY 
中 (ps# 一 p) 型 对 合 (或 Gym p)- 
对 会): 第 一 章 5 3。 
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